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Einleitung. 

In seinen Vorlesungen über Abelsche Functionen (s. 
Annalen, Bd. 36) hat Herr Klein eine Reihe neuer Gesichts- 
punkte in die Theorie eingeführt, unter welchen der einer 
ausgezeichneten invarianten Darstellung der Integrale HL 
Gattung und infolgedessen der im weiteren Verlauf der Theo- 
rie in Betracht zu ziehenden Functionen (Primformen, 2- 
Functionen u. s. w.) den wesenüichsten bildet Nachdem 
nämlich bereits für gewisse Klassen von Abelschen Functio- 
nen, insbesondere für die hyperelliptischen und die Functio- 
nen auf einer singularitätenfreien ebenen Curve eine solche 
Darstellung gegeben war (Klein, Ann. 27; Pick, Ann. 29), 
hat Herr Klein die Frage aufgeworfen und beantwortet, ob 
es nicht auch für den allgemeinen Abelschen Fall Riemann- 
sche Flächen existieren, auf denen die bewussten Functionen 
ebenfalls zu der geforderten Art von invarianter Darstellung 
gelangen. In der That zeigt sich, dass die von ihm einge- 
führte canonische Riemannsche Fläche (Klein: z, Th. d. 
Abelschen Fund.^ 1. Mitt, Gott. Nachr. 1889) diese Eigen- 
schaft besitzt. Dieselbe besteht aus einer solchen wi- blättri- 
gen Fläche, für welche die Function rc**, wo x die Variable 
der Fläche und md = 2p — 2, in 2p — 2 durch eine adjun- 
gierte Curve tp verknüpften Punkten unendlich wird, eine 
Fläche, auf welcher zunächst die Integrale I. Gattung* eine 
einfache Gestalt erhalten (vgl. unten § 2). 

1* 
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Im Anschluss an diese Arbeiten von Herrn Klein* be- 
absichtige ich einen neuen Fall, nämlich diejenigen speciellen 
Klassen von Abelschen Functionen, welche der Gleichungs- 
form j^-ss B{x) angehören, und zugleich zu canonischen 
Flächen und binärer invarianter Darstellung führen, einer 
näheren Untersuchung zu unterwerfen. Von derselben lege 
ich hier zwei in sich abgeschlossene Teile vor. Im ersteren 
Teile werden zunächst diejenigen in jener Gleichung enthal- 
tenen Formen ausgeschieden, für welche die ic-Fläche cano- 
nisch wird. Weiter werden dann für den Fall, dass B eine 
ganze Function wM-ten Grades mit lauter verschiedenen Fac- 
toren ist, die Verzweigungsform und die hier verlangte in- 
variante Form des Integrals III. Gattung sowie der Reduc- 
tionsformel eines Integrals IL Gattung auf p vorgegebene 
solche Integrale und eine algebraische Function gegeben. 

Im zweiten Teile habe ich für eine specielle dieser ca- 
nonischen Flächen, nämlich die für «/* = /*, (x) (p = 4) das 
sogenannte specielle Zweiteilungsproblem behandelt. Diese 
Curve mit der Eigenschaft, dass eine gerade 0-Function für 
die Nullwerte der Argumente identisch verschwindet, hat, 
wie alle unsere obigen Curven die weitere ausgezeichnete 
Eigenschaft, einen Cyclus von eindeutigen Transformationen, 
in sich selbst zuzulassen. Infolgedessen wird das specielle 
Zweiteilungsproblem (§ 7) gruppen- und invariantentheoretisch 
identisch mit dem von Clebsch (Abh. d. Kgl. Ges. d. Wiss. 
zu Göttingen , Bd. 14) behandelten speciellen Dreiteilungs- 
problem für p = 2, Die gruppentheoretischen Eigenschaften 
dieses Problems, welche Clebsch auf rein algebraischem Wege 
ermittelt hat, habe ich durch die Anwendung der Characte- 
ristikeniheorie für i? = 4 auf vorliegenden Fall wieder ge- 
funden. In dieser Characteristikentheorie und in ihrer geo- 
metrischen Deutung auf Berührungscurven habe ich mich an 
Herrn N o e t h e r (Ann. 28 und 1 7) angelehnt. 
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Betreffs der Literatur habe ich noch zn bemerken, dass 
über die binomischen Integrale bereits folgende Arbeiten 
erschienen sind: Netto: de transf. aeq. j/" = B{x) in aeq. 
V = -Bil^)) Inaug. Diss., Berlin 1870; Thomae: w6er eine 
specielle Klasse Äbelscher Funct.^ Halle 1877; Pick und 
Ungar: Grundlage von einer Theorie einer Klasse Äbel- 
scher Int., Ber. d. Wiener Ak., Bd. 82, 1880; Pick: £;ur 
Theorie der binomischen Integrale, ibid. Bd. 94. Von den- 
selben verfolgen die 3 ersteren ganz andere Richtun- 
gen; nur in der letzten Arbeit von Pick ist der Ausdruck 
für den Integranden II. Gattung im allgemeinen Falle der 
binomischen Gleichung auf Polarenbildung zurückgeführt, 
was im vorliegenden Falle mit unserer invarianten Dar- 
stellung desselben identisch wird.' 

Dem Verfasser ist es eine angenehme Pflicht, auch an 
dieser Stelle Herrn Prof. Dr. Noether in Erlangen für seine 
fordernde Anregung bei Abfassung dieser Arbeit seinen be- 
sten Dank auszusprechen. 



§1. 
Allgemeines über das algebraische Gebilde: 9"* = B{x), 

Es sei das algebraische Gebilde, welches den Gegen- 
stand dieser Untersuchungen bildet, durch die Gleichung 

wobei m eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, definiert 
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Setet man 



«<-' = tt 



wo 6r^, G^ ganze Functionen resp. vom ^ten und rten Grade 
darstellen mögen, und führt man dann noch statt y und x 
homogene Variable ein, indem man 



y = ^^ X = 



X' 



^ ' ■" t 



setzt, so nimmt die Gleichung die Gestalt an: 
y-GAx,t)-f^^G,{x^t) = 0, 
oder allgemeiner, vermöge einer Substitution 

und indem man wieder zu nicht homogenen Variablen zu- 
rückkehrt: 

rGM-(}.^ix)=^o, 

wo G^{x)^ Cr^+r(x) beliebige ganze Functionen y-ten bez. 
(m + r)-ten Grades von x sind, welche nur auch x in diesem 
Grade wirklich enthalten sollen. 

Es sollen jetzt die Verzweigungen von y als Function 
von X aufgezählt werden. Die Bedingung für eine solche 
Verzweigung ist bekanntlich: 

^\y-GAx)-G^^(x)\ = my-^GAx) = 0, 

also entweder y = 0, was auch das gleichzeitige Verschwin- 
den von G^^{x) erfordert, oder G^x) = 0; den Verzwei- 
gungen entsprechen sonach stets endliche Werte von x. Es 
sind also 2 Fälle zu untersuchen: 

1) G^^(x) = 0. Nimmt man an, der Factor x — a 
käme Ä-mal vor, und verlegt man zugleich den Anfangs- 



Digitized by LjOOQ IC 



punkt nach dem Punkte a? = a, y *= 0, so geht die Glei- 
chung über in die folgende: 

Diese Curve hat im AnfEtngspunkte einen mehrfachen Punkt 
Der wohlbekannten Theorie der singulären Punkte ent- 
nehme ich nun die Sätze, welche ich hier brauche: 

a) Haben m und k keinen gemeinsamen Factor, so geht 
durch den Anfangspunkt ein einziger h- bez. 9ii- elementiger 
Zweig der Curve, je nachdem k<m oder Jk > w, der von der 
Geraden a;= in w Punkten getroffen wird. Auf die Rie- 
mannsche Mäche übertragen heisst dieser Satz: An dem 
Punkte X = hängen sämmüiche m Blätter zusammen. 

Einem solchen Factor, (x — a)*, entsprechen sonach m — 1 
einfache Verzweigungen. 

b) Sind dagegen m und k nicht mehr relativ prim, be- 
sitzen sie vielmehr als grössten gemeinsamen Teuer die 
Zahl p: 

f» = p.p, Ä; == xp, 

so gehen jetzt durch den Anfangspunkt p mehr- (x- bez. [tr) 
elementige Zweige, die von der Geraden, a? = 0, je in fi 
Punkten getroffen werden. Functionentheoretisch ausge- 
sprochen: Es hängen im Punkte o: = die m Blätter zu 
je ji zusaromen.. 

Demzufolge ruft der Factor (x — a)* in diesem Falle 
p(fji — 1) = w-tp einfache Verzweigungen hervor. 

2) G^ (x) = 0. Für die Punkte auf der Curve, welche 
unter diesem Falle zu betrachten sind, gilt genau dasselbe, 
wie für den Fall 1), auf welchen dieser Fall durch die Sub- 
stitution 

1 

^ = ? 

zurückkommt. 
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Hiernach lassen sich nun die Verzweigungen von y 
wirklich aufeählen. Sei 

G,^(x) = {x-aj'^(x-aJ^ («-«/* 

.und 

GAx) = (x-a\f(x-af'* '. (x -</*'. 

Es dürfen hier nur w, sämmtliche h und sämmtliche h' kei- 
nen gemeinsamen Teiler haben, damit das algebraische Ge- 
bilde nicht reducibel wird. Versteht man nun allgemein 
unter p, die Anzahl der getrennten Zweige, die vom Punkte 
y = 0, a; = a^ bez. a/ ausgehen, wodurch denn die Fälle 
a) und h) gleichzeitig umfasst werden, und bildet man dann 
m — p. für jeden Factor (x — aj*< bez. {x — a/)»/, d. h. für 
jede Verzweigungsstelle, so wird die Anzahl der ein- 
fachen Verzweigungen die Summe aller solcher 
Ausdrücke: 

2,(w — pj 

Von der Reiixenentwicklung m einem Punkte, für wel- 
chen G^x) bez. G^(x) verschwindet, gilt nun folgendes: 

Für einen Punkt a; = a, y = 0, hat man die Reihen- 
entwicklung : 

y = ti^(x — af +fi^(x — a)^ +a^(x — a)^ +. . . 
Für einen Punkt a? = a , y = oo, heisst dieselbe: 

Hier hängen die a mit von einer p-ten Einheitswurzel ab, 
den p Zweigen durch den Punkt entsprechend. Eine solche 
Reihenentwicklung stellt p getrennte Entwicklungen dar, von 
welchen jede einen Cyclus von [x Entwicklungen umfasst 

Das Geschlecht p des algebraischen Gebildes werde ich 
durch die Riemannsche Formel 
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d 

fv ^ 2(m+p — l) 

einführen, worin m die Anzahl der "Werte von y für a; = 
const bedeutet, also durch 

Ferner werde ich das algebraische Gebilde vermöge einer 
einfachen Transformation in eine für die weiteren Unter- 
suchungen geeignetere Gestalt bringen. Setzt man zunächst 

7) = yG^ix), 
so erhält man: 

oder: 

wo nun in 6r^(H.i)-m* W alle Factoren in niedrigerer als der 
»w-ten Potenz vorkommen. Vermöge der weiteren Substi- 
tution: . , 

IQ = yG^(x) 

erhält man dann die gewünschte Gleichungsform: 

y^-G^^A^) = o, 

wo die ganze Function w (v + l)-ten Grades (t^v+d (x) nur 
für endliche Werte von x verschwindet 



§2. 
Die canonische Fiäche, 

Die erste wesentliche Frage dieser Untersuchungen ist 
die: Welche unter den Flächen 

y" = G^«(.+i)(^) 
sind canonisch in dem in der Einleitung dtierten Sinne (vgl. 
unten)? 
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10 
Schreibt man die Integrand^n L Gattung in der Form 

so geschieht die Beantwortung der Frage mittelst Unter- 
suchung dieser 9. Es sollen darum zunächst die Integrale 
I. Gattung aufgestellt werden. Sei vorläufig angenommen, 
dass alle Exponenten k in 



ö.(^i)(^) = {x-aj'^ix-af' .... (^-a/ 



% 



gleich 1 seien, so überzeugt man sich leicht, dass folgende 
Integrale nirgends unendlich werden: 

'dx 



/dx fxdx fx^ 

7' JV — J 

[dx fxdx f x''di 

Jf J f ' J y' 



fdx fxdx ^ fif^^dx 

J t^' J y" ' J y" 

fdX_ fxdx r ^(^-i)(H.l)-2^ 

Jy«-i^ J y^l^ J y»-^ 

Die Anzahl der hie^ angeschriebenen Integrale ist: 
"2;[i(v + l)-l] = ^(m-l)jw(v + l)-2} 

Das ist aber nach der Formel auf S. 9 gerade das Geschlecht 
p des algebraischen Gebildes, und da diese p Integrale ja 
nicht linear von einander abhängen, lässt sich irgend ein be- 
liebiges Integral I. Gattung linear aus ihnen zusammensetzen. 
Danach erhält man p linear unabhängige <p von der Form : 

cp„ = iK^jr^^-^, 0^A<;(v + l)-2, l<j<m-l. 

Jetzt sei. die Beschränkung, dass alle Je gleich 1 seien, 
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aufgehoben. Dann werden die Integrale wieder von der 
Form: 

/^<^,0- = l,2,....m-l), 

WO nur die Gjiv+i)^{^) specielle ganze Functionen der Ord- 
nung ;(v + 1) — 2 werden, und zwar werden von denjenigen 
Integralen, welche x bis zu einer gegebenen Potenz a hin im 
Zähler des Integranden enthalten, diejenigen mit einem Nenner 
y* fortfallen, deren ; eine gewisse (mit a zunehmende) Grösse, 
Za, übersteigt. Die Zahlen Z«, a näher zu betrachten wird 
hier nicht nötig. Ferner geht tpa dabei über in folgenden 
Ausdruck : 

wo s von j abhängt und 

0<A<;(v + l) — 2 — 5, l<;<w— 1. 
Hier ist 

rAx) = (x-af^x-af' (^-a/* 

«1 + 58 + . . +5». . +5» = «, 

wobei die s» bez. ganzzahlige positive Grössen sind, deren 
Werte von ; abhängen. 

Ich gehe nunmehr an die eigentliche Aufgabe dieses 
Paragraphen. Soll die Fläche eine canonische sein, so muss 
eine ganze algebraische Function S auf derselben existieren, 
deren NullsteUen niir in den 2(m+p — 1) Verzweigungs- 
punkten liegen, derart dass ein (jt — l)-facher Verzweigungs- 
punkt als NuUstelle (fi — l)-ter Ordnung zählt Die Func- 
tion S wird dann für a: = oo in jedem der m Blätter 

2(m+p — l) 



m 



= d + 2 



mal unendüch, ich bezeichne sie demgemäss als vom Grade 
d + 2 in 0?. 
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In der That wird eine solche Function S, falls sie exi- 
stiert, durch die Formel: 

^ _ (X — cfdx 
dw 
gegeben, wobei c irgend einen beliebigen constanten Wert von 
X bedeutet und dw durch die Bedingung bestimmt ist, dass 
dasselbe in jedem der m übereinander liegenden Punkte, 
X == c, d-mal verschwinde. In dem vorliegenden Falle setzt 
sich dw aus solchen d + 1 dWa zusammen, welche y alle in 
derselben Potenz t/ enthalten, und es wird demnach: 

S = (^—cYdx ^ j^ ^ 



r,(x).(x-^crdx r,(x) (x^afHx^af\...(x--af' 

l<?<m — 1 

In einem Verzweigungspunkte a, muss nun iS ([t^ — l)-mal 
verschwinden; daraus ergiebt sich, dass 

ix, — 5,fl, = fx^— 1, s, = ^ 

Es muss also die GongruQnz statthaben: 
Zx< + 1 = (mod jii) 

Daraus folgt, erstens dass l und |x. relativ prim sind, zwei- 
tens dass einem Werte von l entsprechend nur ein Wert von 
X, existiert, welcher dieser Congruenz genügt Ist insbeson- 
dere p, stets = 1, so sind sämmtliche J, einander gleich und 
die Verzweigungsfunction heisst einfach: 

Diese Bedingung für die x, umfasst in der That die aus der 
Anzahl der Unendlichkeitspunkte, 

2,(m-p,) = m((l + 2), 

folgende Bedingung: 

l^p^ = 0{modw); 
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denn 


aus 


der 


Congruenz 




oder 






U. + l = 


(mod|iJ 


folgt 








(mod m) 
O(modm) 



oder 

Sfp = O(modm). 

Daraus geht folgendes Resultat hervor: Die Fläche ist stets 
dann und nur dann canonisch, wenn eine ganze Zahl 
l^l^(m — l) existiert, derart dass 

H.+ l = O(modfi,) (t = 1, 2, . . . h) 
und 

lik^ = O(modm). 

Die Verzweigungsform ist dann : 

r,(x) 

§3 
Die canonischen Flächen bei p« = 1. 

Die Bedingungen des letzten Paragraphen lassen sich 
auf mannigfache Weisen befriedigen, so dass man eine Mannig- 
faltigkeit von canonischen Flächen erhält, die zu Gleichungen 
von der Gestalt: 

gehören. Für die Folge will ich von denjenigen dieser 
Flächen absehen, bei welchen die Exponenten m und k einen 
gemeinsamen Teiler haben. Für die anderen canonischen 
Flächen haben, wie im vorigen Paragraphen bemerkt, die 
sämmtlichen k den nämlichen Wert; es wird 

jr = (x — a,y(x — a,)' . ^. . (x — a^\ 

h ^ O(modm), 
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und es lasst sich dana y vermöge der ein - eindeutigeü Sub- 
stitution : 

y = 1*, 
_ [{x — a,)(x—a,) {x — a,)Y, 

^ ~ y^ 

wo 

am — ß* = I, 

durch die einfachere algebraische Function yj auf der Fläche 
ersetzen; dabei geht die Gleichung über in folgende: 

-rT = (^-"«i)(^ — «J .... (« — aj. 

Ich werde daher von jetzt an eine Gleichung von der 
Form: 

y« = {x—a,)(x — a,) . . . (x — a^,^,^ = G^,^,,(x) 
oder 

Fix, y) = 
zu Grunde legen. 

Die Verzweigungsfunction auf dieser Fläche heisst nach 
dem Früheren: 

Als ebene Curve aufgefasst besitzt das algebraische 

Gebilde 

F(x, y) = 

einen höheren singulären Punkt, der jetzt untersucht werden 
soll. Homogen geschrieben heisst die Gleichung: 

Diese Curve enthält nun einen einzigen mehrelementigen 
Punkt und zwar in äj = 0, ^ = 0, der wv- elementig ist, 
wobei sämmtliche Elemente die Richtung ^ = haben. 
Zwecks der weiteren Untersuchung (vgl. Noether, Math. 
Ann. Bd. 9) dieses singulären Punktes verwende ich der 
Kürze halber die nicht homogene Schreibweise, die durch 
y = 1 entsteht Die Curvengleichung wird dann 
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Durch die eia-eindeutige Substitution 

t = fx 
geht die Curvengleichung über in: 

r^ — a;«(?(l,0 = 0. 

Ist V = 1, so hat die transformierte Curve im Punkte 
o; = 0, ^' = einen w-fachen Punkt mit lauter getrennten 
Zweigen. Die ursprüngliche Singularität ist demnach aufzu- 
fassen als aus 2 benachbarten w-fachen Punkten bestehend. 

Ist V > 0, so hat die transformierte Curve einen tw-ele- 
mentigen Punkt in a? = 0, ^' = 0, dessen Zweige sämmt- 
lich von der Geraden a? = berührt werden. Um jetzt 
diese Singularität weiter aufzulösen, wird man mittelst einer 
neuen Transformation der Form 

X = x'tr 

statt X eine neue Variable, x einführen , wodurch die neue 
Curve 

f^^'' — x"'G(l,t') = 
entsteht 

Für den Fall v = 2 besteht die vorliegende Singulari- 
tät im Punkte a?' = 0, ^' = wieder aus einem w-fachen 
Punkte mit getrennten Zweigen. Dementsprechend hat man 
also die Singularität der ursprünglichen Curve aufzufassen 
als bestehend aus einem 2w-fachen und noch 2 w-fachen 
Punkten, welche 3 Punkte einander benachbart und sucoes- 
siv liegen. 

Wenn v > 2 ist, sind nach der 2-ten TrÄUsformation 
die Zweige noch nicht getrennt, sie werden noch sämmtUch 
von der Geraden a?' == berührt, und man wird darum die 
Transformation 

X' = t'x" 
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abermals anwenden. KTadi v Trangformationen im Ganzen 
kommt man ^ auf die Gleichung 

t'^ — x''-''^G(l,ir^ = 0, 

weiche in a?^^" = 0, ^' = einen w- fachen Punkt mit 
lauter getrennten Zweigen besitzt. Daraus ergiebt sich fol- 
gendes Resultat: Die Singularität der ursprünglichen Curve 
lässt sich aufEsissen als bestehend aus einem mv-fachen und 
V benachbarten iw-fachen Punkten, welch letztere einander 
successiv liegen. 

Dies gilt ohne Rücksicht auf Verzweigung. Da nun 
der letzt betrachtete Punkt aus m einfachen Zweigen be- 
stand, so folgt, dass die ursprüngliche Singularität ebenfalls 
aus m getrennten Zweigen besteht, von denen aber jeder v- 
elementig ist Jeder dieser Zweige enthält also einen Ver- 
zweigungspunkt (v — l)-ter Ordnung, so dass zu dem obigen 
vielfachen Punkte noch m (v — 1) einfache Verzweigungs- 
punkte treten. Dasselbe lehren die für a? = 0, ^ = exi- 
stierenden Entwicklungen von t nach aufsteigenden Potenzen 
von a?; es existieren deren m getrennte alle nach Potenzen 
von a?^*" fortschreitend. 

§4. 

Functionen auf der speciellen canonischen Fläche p< = 1; 

die Covariante ^. 

Ich beginne mit den algebraischen Functionen auf dem 
algebraischen Gebilde des vorigen Paragraphen: 

F(x, y) = 0, 
also mit den Functionen: 

wo Hj, H, ganze Functionen von x und y sind. Dieselben 
denke ich mir vermöge F = auf die Form gebracht: 
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-1 



wobei E. eine ganze Function von x und y, und zwar von 

nicht höherem als vom (m — l)-ten Grade in y, 6r, ß"^, 

(5^^«> ganze Functionen von x sind. 

Aus den allgemeinen algebraischen Functionen auf der 
Mäche scheiden sich hier die ganzen algebraischen 
Functionen auf der Fläche durch die Formel aus: 

r„ {X) = G»^ {x^y-' + G'"" {x) 2,-« + . . . + G^-> {x\ 

Dabei ist F« eine ganze Function auf der Fläche vom iwa- 
ten Grade (eine ganze algebraische Function von x vom Grade 
a), G^*^ eine ganze Function von x vom [a — (m — l)(v + l)]- 
ten Grade. Diesen von anderer Seite her bekannten Satz 
(s. Kronecker, Cr. J. 91; Dedekin d-Weber, ibid. 92) 
will ich mittelst des Riemann - Rochschen Satzes beweisen. 
Derselbe sagt aus, dass die Anzahl der Constanten, welche 
in eine an M. gegebenen Stellen unendlich werdende alge- 
braische Function auf der Fläche eingehen, 

Jf — p + t + 1 
ist, wo T die Anzahl der linear unabhängigen adjungierten cp 
bedeutet, durch welche die Jf Punkte verknüpft werden. Im 
vorliegenden Falle ist M = wa. Sei nun zunächst an- 
genonmien , M>2p — 2 , dann ist die Anzahl der Con- 
stanten nach dem Riemann-Rochschen Satze 

ma — jp + 1. 
Das ist aber genau die Anzahl der Constanten , welche in 
Faix) nach der Abzahlung wirklich enthalten sind. Ist 
dagegen M^2p — 2, so lassen sich hier die ganzen Func- 
tionen auf der Fläche rational und ganz aus den y zusam- 
mensetzen, so dass sie wieder nach den früheren Betrach- 
tungen über die tp die oben angeschriebene Gestalt haben. 
Hiermit ist der Satz bewiesen. 

2 
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Indem ich jetzt durch die Substitution 

^. 

statt X die homogenen Variablen äj^, a?, einführe, definiere ich 
eine ganze algebraische Form a-ten Grades von 
Xy ra(a?„a?,), durch die Relation: 

Diese Form lässt sich bei vorliegender Fläche, wie folgt, 
darstellen: 

Hier bedeutet G^^(x) eine ganze homogene Form [a — (m — 1) 
(v + l)]-ten Grades in den homogenen Variablen x^^ a;„ 
während 

^T'y = y. 

gesetzt ist Insbesondere leite ich aus der „Verzweigungs- 
function", y"*"*, die „Verzweigungsform'' y^"* ^^r ^'^d führe 
das Differential dm durch die Gleichung 

, te, dx^ — a?, dx^ (x dx) 

v: ' y: ' 

ein. 

Ich gehe jetzt zur Aufstellung der Form «p, welche mit 

—7h\r- multipliciert, wo t irgend einen Punkt der Fläche be- 
deutet, den covariant normierten Integranden IE. Gattimg 
bilden soll. Ich werde ein '^ aufstellen, das folgende Be- 
dingungen erfüllt, und zwar wird sich ^ durch dieselben ein- 
deutig ergeben. 

1) ([) muss (als Form EI. Gattung) eine ganze algebrai- 
sche Form (d + 2)-ten Grades von x sein ; 

2) ^ muss verschwinden und zwar doppelt verschwinden, 
wenn a? = *, ohne dass zugleich y, = y, wird; 
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3) ([) muss unverändert bleiben, wenn x und t mitein- 
ander vertauscht werden; 

4) ([) muss eine ganze algebraische Form ((i + 2)-ten 
Grades von t sein; 

5) wenn x = t und zugleich auch y^ zs=z y^^ so muss 

6) ([) muss in den Coefficienten von Cr^^y+D (x) vom (^)- 
ten Grade sein; 

7) ([) muss eine ganze rationale Covariante von (r^y+D (x) 
sein. 

Es lässt sich nun ^ zunächst mit Rücksicht auf Bedin- 
gungen 1) und 4) in der Form schreiben: 

wo 

F,(x,f,y,) = B,Ax,t)yr^ + H,,(x,t)yr + ... 
+ S,Jx^t) 

Hier bedeutet H^^ eine ganze rationale Form (i — 1) (v + 1)- 
ten Grades von a?, deren Coefficienten ganze Formen (j — 1) 
(v + l)-ten Grades von t sind. Femer ist JS^^ in den Coeffi- 
cienten von ©„(v+dW vom Grade iZ^HL., Da ^ rational 

in den Coefficienten sein soll, muss — eine ganze Zahl 

w 

sein, also oder 1 wegen 2<i + ;*<2w. Daher kommen 
nur die Glieder vor, für welche i = 1, y = 1, oder j = 
m — i + 2. Da femer nach 7) (|) eine ganze Covariante wer- 
den soll, so wird J?! j eine numerische Constante, c^, während 
für i>l 

F,(x,t,y,) = H,^^{x,t)yr = L,(x,t).yr. 

Es wird sonach: 

* = c,yr'yr + L,(x,t)yr + L,{x,t)y,yr' + .. 
.... + LJx,t)yr' 

2* 
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wobei Lf(x^t) in den Coef&cienten von Gr^cv+i)(^) vom 1-ten 
Grade, in x vom (i — l)(v + l)-ten Grade, und in t vom 
\m — (i — 1) j (v + l)-ten Grade ist. Solche L müssen aber 
wegen des Grades 1 in den Coefficienten bis auf numerische 
Factoren c Polaren von 



wird. Der Bedingung 2) entsprechend sind zunächst folgende 
(m — 1) Gleichungen zu erfüllen : 

Ca yr* y;"""' + c, a^'''^'' y;'»-» + ....+ c„ a^'^^'^yr' = 

c, yr" y'r''' + c, af ^+^> yf-'' + .... + c„ a:'"^'' yr' = 

wobei y^, yj, ...y»"*"*^ die m Werte von y sind, die dem 
Werte t entsprechen. Eine Lösung dieser Gleichungen ist, 
wie sich leicht zeigt, 

Cj = c, = Cj = . . . = c„. 
Denn, sei 



^r = s'y., 



wo 

JTTi 



6 = e * , Je = 1, 2, ... . m— 1 ; 
80 wird 

c^ \yryf+ ar^^'^U . . . . + ar^'^yr' \ 

== c,yT' I £*^™-^^ + £*^"-^^ + ... + £*+ 1 j =0. 

Da ferner nicht alle (m — 1)- reihigen Determinanten der 
obigen {m — 1) Gleichungen , indem die Discriminante von 
F(x^y) nicht sein soll, verschwinden, ist nur eine Lösung 
möglich, womit denn die Grössen c bis auf einen gemeinsa- 
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men Factor bestimmt sind. Schliesslich ergiebt sich aus 5), 
dass 

Hiermit ist ^ vollkommen bestimmt: 

Dieses ^ genügt ersichtlich der Bedingung 3), es erübrigt 
also nm* noch nachzuweisen, dass <|) auch den zweiten Teil 
von 2) erfüllt. Den Beweis dafür liefert das gleichzeitige 
Yerschwinden von d^ an einer Stelle t^ j/|*^; in der That 
wird, wie man leicht nachrechnet, 



d^ 



^"^ ^^&s^r<^"^"^^^^ = 0. 



y,=y?' 
Es ist also wirklich gelungen, eine covariant normierte ganze 

Form (|) aufzustellen, welche mit ' ^ * multipUciert , einen 

Integranden III. Gattung bildet. Die Integrale 

bezeichnet man als die' algebraisch normierten Inte- 
grale in. bez. II. Gattung. 



§ 5. 
Reductionsformel für die Integrale II. Gattung. 

Es soU hier das Integral 11. Gattung: 



i^ 



^A.. = 



L{xty 



du). = Z"(t), 
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wo a?, X beliebige Punkte der Mä^he sind, durch eine lineare 
Verbindung von p Integralen : 

wobei die p Punkte t\ t'\ ,, A^ durch keine <p - Curve ver- 
knüpft sein dürfen, und eine algebraische Form von x^ S, 
und den t\ ausgedrückt werden. Zur Aufstellung dieser 
Reductionsformel betrachte man die Determinante: 

Z''(t) Z''(0 Z'~'(f) . . . Z'~'(t^) 

?^{t) ?,(0 ?An 



?At) ^^(t^) 

Dieselbe lässt sich, wie aus den Riemannschen Sätzen folgt 
und wie Herr Noether, durch direkte Umformung für belie- 
big normierte Integrale IL Gattung allgemein gezeigt hat 
(„über d. alg. Diff.-Ausdrücke", 2. Note, Sitz.-Ber. d. Erlanger 
Societät, 16. Heft) auch in der Form darstellen: 

X(x,x', t,t\,..t''\ Coeff.) 



(xt) (xf) .... (xt^) . (xt) {xt') .... {W) ' 
_ (m— l)(m — 2)m(v + l) — 3(m — l)( m — 4) 

wo X ^^^ ganze algebraische Form der x^x'^ der ^, f', ...^'; 
und der Coefficienten vom beigefügten Grade wird. Man 
sieht unmittelbar, dass x folgende Bedingungen erfüllt: 

1) X ist eine alternierende Form von x und x\ 

2) X verschwindet folglich, und zwar einfach, wenn 
X = ^, y. = y.\ 

3) X verschwindet einfach, wenn rc, S = tjt\t'\,A^^ 
ohne dass zugleich y,,y- = yt^yth^-Vt^ wird; 

4) X ist eine alternierende Form der t^t\....t^\ 
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5) X verschwindet folglich einfach, wenn^ = ^, y^t = y^^ 
wo f,f = t,t\...t^. 

Um die Form x aufzubauen, wird man dieselbe zunächst 
als Form in t betrachten und die Bedingungen 3) und 5) 
für t zu erfüllen suchen. Es wird sich zeigen, dass alsdann 
die übrigen Bedingungen von selbst erfüllt sind. Die allge- 
meinste ganze algebraische Form (d + 2) - ten Grades von t 
lässt sich nach dem vorigen Paragraphen so darstellen: 

r^, W = ^yV + KC + aXh + '^ + «m O yr + 

...+h, ^r ^><^+^> + h, t^^^^^'^^ t,+...+ Ä,_,,,^,^ ^r "<^+^>. 

Die Anzahl der Verhältnisse der Coefificienten , die darin 
stecken, ist 

p + 2w — 2. 

Bestimmt man zunächst r^+,(Q so, dass 



und ebenfalls: 



dann wird 



(k = 1, 2, ...m-1), 



{xt)gct) 

als Form ä-ten Grades von t nur in den beiden Funkten 
t = X und t = X unendlich. Dieser Form sind, 5) ent- 
sprechend, folgende Bedingungen aufeuerlegen: 



Ist L eine bestimmte solche Form , so ist jede andere dar- 
stellbar durch 
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wo e von t unabhängig und wo nun noch (p(t) füi t = t\ 
t'\ .,t^ verschwinden muss, daher wegen der Annahme über 
die t identisch wird. Man kann folglich aus den p + 2m 
— 2 Gleichungen die p + 2m — 2 Verhältnisse der Con- 
stanten eindeutig bestimmen. Ich behaupte, dass die so ge- 
fundene Form r, mit gewissen von t unabhängigen Factoren 
multipliciert, die oben genannten Eigenschaften von / besitzt 
r schreibt sich zunächst als {p -\-2 m — l)-reihige Determi- 
nante A von folgender Gestalt an: die erste Reihe von A 
lautet: 

\yr t^yr fj.yr-'-tryr tf^''yr---^r''yr' 

h h I 

Daraus gehen zunächst p weitere Reihen hervor, indem man 
t successiv durch f, t'\ ,..i^ ersetzt Darauf folgen dann 
noch m — 1 Reihen in x^ die sich aus der ^- Reihe dadurch 
ergeben, dass man je an Stelle ^, rr, an Stelle ^z« s*y, (* = 1, 2, 
. ,.m — 1) setzt. Und endlich kommen noch m — 1 analog 
gebildete Reihen in x. A enthält aber gewisse überschüssige 
Factoren in x und ^, nämlich y^, y-, und (xx)^ je in eine 
gewisse Potenz erhoben. In der That kann man A so durch 
Addieren und Subtrahieren der ir;-Reihen umformen, dass die 
2te iP-Reihe den FsuctoT y, , die 3te ic-Reihe den Factor y], . . 
die (m — l)-te a;-Reihe den Factor yr~* enthält Formt man 
nun die m — 1 S-Reihen ebenso um, so tritt vor die ganze 
Determinante A der Factor 

Setzt man also 

A == aA'(t/.y.V^""''"^*\ 
wo a eine numerische Grösse, so lässt sich A' folgender- 
massen schreiben: 
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Das Bildungsgesetz von A' ist leicht erkennbar; um die i-te 
rr-Eeihe zu erhalten, hat man in der Colonne yj""^ durch 
— yir*j d^"^ ^^ ^ö^ Colonnengruppe m — i t durch a?, yj"* 
durch 1, und schliesslich sämmtliche andere Elemente durch 
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zu ersetzen. Die ä-ßeihen werden auch in genau dersel- 
ben Weise gebildet 

A' verschwindet nun fwc x = x^ statt einfach, (m — 1)- 
fach, und muss darum noch durch (a?^)"*"* dividiert werden. 
Hiermit sind Jetzt alle überschüssigen Factoren in o: aus- 
dividiert worden, und man erhält eine Form, 

welche vom {p + l)-ten Grade in aj, x^ vom (d + 2)-ten Grade 
in den ^, und vom J.-ten Grade in den Coefficienten von 
^«»(v+i)(^) wird, also sich von x ^^ ^^ einen numerischen 
Factor, c, unterscheidet: ^ 

' \xw-' ^ = xfe^;M>>>n 

Um endlich c zu bestimmen, lasse man x =st werden ; dann 
wird die Determinante der Z und y unendlich wie 

(i = l,2,...i?) 
X wird seinerseits unendlich wie 



folglich : 



(tx)'-''(tt') . . . (W) {xijgcf) ....(«<")' 



und die fertige Keductiojisformel h^isst: 
Z"{t) Z'"' {t') . . . . Z''' {t") 
9.(0 <p,(t') ....fAtn 









(a;^-' («<) (xf) . . . (a;«') . (x() ^t') . . . (xt')' 
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n. 

§6. 

Allgemeines Ober das specielle Zweiteilungsproblem. 

Ich wende mich jetzt zu der Betrachtung der überall 
berührenden Curven, welche zu dem algebraischen Gebilde 

F(x,y) = 
gehören. Ich erinnere dabei zunächst an gewisse Punda- 
mentalsätze dieser Theorie, welche von Herrn Noether 
in Bd. 17 der math. Ann. (Inv. Darstellung d. alg. Funct.) 
formuliert worden sind. Es möge irgend eine ganze homo- 
gene Function der^ adjungierten f von der |i.-ten Dimen- 
sion als 

irgend eine Curve <t>^\ deren \i(2p — 2) Schnittpunkte mit 
der Grundcurve paarweise zusammenfallen als 

bezeichnet werden. Solche X^^ teilt man zunächst in ge- 
wisse Systeme vermöge folgender Definition ein, indem man 
sagt: zwei Berührungscurven X^^ und X^'^ gehören zu 

demselben System, wenn eine Curve ^ « existiert, 
welche durch ihre sämmtlichen Berührungspunkte mit der 
Grundcurve gelegt werden kann, fi und v müssen also beide 
gerade oder beide ungerade Zahlen sein. Hinsichtlich dieser 
Systeme führe ich nun folgendes an: Es giebt keine weite- 
ren Systeme, als einfe endliche Anzahl von Systemen der X*^ 
und eine endliche Anzahl von Systemen der X^\ Alle Be- 
rührungscurven X^^"*"" gehören mit Curven X^^\ alle X^^^ 
mit Curven X^'^ zu Systemen zusammen. Femer: Die 
Systeme X^^ zerfallen in 2 Arten: ein System, der ersten 
Art besteht nur aus solchen Curven X^% durch deren Be- 
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rühmngspunkte keine €>^* geht ; ein System der zweiten Art 
aus solchen, durch deren Berührungspunkte eine $^'^ gelogt 
werden kann. Zu einem System der zweiten Art gehört immer 
eine Berührungscurve X^^ oder eine Schaar solcher; und je nach 
der Mannigfaltigkeit dieser Schaar hat man wieder Unter- 
arten der zweiten Art (von denen weiter unten die Bede sein 
wird). Die Systeme der X^^^ zerfallen ebenfalls in zwei Arten : 
die eine Art enthält nur das uneigentliche System [<E>"^]* — 
und die entsprechenden X^^"^ sind identisch mit den Curven 
f$<;")]2 — . ^^ andere Art enthält die übrigen , eigentlichen 
Systeme X^^\ Alle Systeme lassen sich durch Combinationen 
von Systemen der X^'^ ableiten. 

Des Weiteren erteüt man den einzelnen Systemen Cha- 
racteristiken (vgl. Noether Zum Umkehrproblem in d. Th. 
d. Abelschen Funct. , math. Ann. Bd. 28), und zwar erhalten 
die Systeme der X^*^ die sogenannten Prim- (oder eigent- 
lichen) characteristiken, die Systeme der X^*^ dagegen die 
sogenannten Elementar- (oder Gruppe n-)characteristiken 
(nach der Ausdrucksweise des Hrn. Klein: z. Th. d. Abel- 
schen Funct, § 12, Ann. 36; auch Ann. 35, pag. 246). Die 
Primcharacteristiken zerfallen wieder unter sich, der oben 
erwähnten Unterscheidung entsprechend, resp. in gerade 
und ungerade Characteristiken, und zwar je nachdem eine 
gerade (0 eingeschlossen) oder eine ungerade Anzahl von 
linear unabhängigen Curven ^^^^ durch die Berührungspunkte 
der X^'^ hindurchgehen. 

Von den Elementarcharacteristiken ist immer eine als 
uneigentliche ausgezeichnet, dem uneigentlichen System 
[<{>«>]« == X« enisprechend. 

Die Anzahl der sämmtlichen Characteristiken ist 2'^; 
der Primcharacteristiken giebt es bez. 2''"* (2^ — 1) = E^ 
ungerade und 2*^* (2' +1) = S^, gerade. Die Elementar- 
characteristiken zerfallen in 1 und 2*'— 1. 
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Für die Folge will ich ungerade Primcharacteristiken 
durch die griechischen Buchstaben a, ß, y . . ., gerade Prim- 
characteristiken durch die lateinischen Buchstaben a, 6, c . . ., 
Elementarcharacteristiken durch J, 5, 0, . . . bezeichnen. 
Hat man zwei Characteristiken von irgend welchen Arten, 
Jb und lfi\ die zu den Curven X^^ und X^'^ gehören, so wird 
der Curve X^"^'^ = Zf X^'^ die Characteristik M' zugeord- 
net, welche als „Sunmie" von h und ä' bezeichnet wird. Aus 
dieser Zuordnung folgt also, dass in einer Summe von einer 
Eeihe solcher Characteristiken 2 gleiche Characteristiken sich 
gegenseitig aufheben. 

Von den daraus hervorgehenden Regeln brauche ich 
folgende : 

1) die Simmie einer geraden Anzahl von Primcharacte- 
ristiben ist eine Elementarcharacteristik ; 

2) die Summe einer ungeraden Anzahl von Primcharac- 
teristiken ist wieder eine Primcharacteristik ; 

3) die Summe irgend einer Anzahl von Elementarcha- 
racteristiken ist wieder eine Elementarcharacteristik. 

Das einzige bei der Gruppe der Periodenzweiteilungs- 
gleichung invariante Criterium, auf welches alle anderen zu- 
rückführbar sind, ist, ausser der obigen Einteilung der Cha- 
racteristiken in verschiedene -Arten, folgendes, ob nämlich 
der Character einer Summe von 3 Primcharac- 
teristiken gerade oder ungerade ist. Insbesondere 
folgt daraus, dass irgend einer Elementarcharacteristik gegen- 
über alle anderen in 2 Klassen zerfallen müssen. Denn, sei 
die erste JL = aß, die zweite A! = a'ß', so können Aa^ 
A^ gleichen oder ungleichen Character haben, wobei das- 
selbe gleichzeitig für J.'a, J.'ß eintiitt (dementsprechend 
nennt man A^A! syzygetisch bez. azygetisch; Bezeichnung 
von Frobenius, Cr. Bd. 96). 

Das algebraische Gebilde, welches hier in Betracht 
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kommt, lässt eine gewisse eindeutige Transformation in sich 
zu. Setzt man nämlich 

y = zy (s = c « ), 

so wird die Fläche in sich selbst übergeführt, ohne dass da- 
bei jeder Punkt an seine ursprüngliche Lage zurückkommt 
Nimmt man diese Transformation mehrmals vor, indem man 

setzt: 

y" = ty\ y"' = sy", u.s. w., 

so kommt man schliesslich, und zwar nach m solchen Trans- 
formationen auf die anfangliche Fläche zurück. Die Trans- 
formation ist also cyclisch von der Ordnung m. Bei einer 
solchen Transformation werden auch die algebraischen Func- 
tionen auf der Fläche mit herübergeführt; insbesonäere wan- 
delt sich irgend ein System von Berührungscurven in ein 
neues solches System um. Es tritt hierdurch eine Einteilung 
der B^ ungeraden Berührungscurvensysteme der X^^\ sowie 
der Sj, geraden Berührungscurvensysteme der X®^ in Cyclen 
von je m ein, die alsdann die Eigenschaft haben, dass immer 
2 Curven, welche ein und demselben Cyclus angehören, 
durch mehrmalige Anwendung der obigen Transformation, 
y' = ey, ineinander übergeführt werden können, während 
dies bei zwei zu zwei verschiedenen Cyclen zugehörigen 
Curven nicht gilt. Die m Curven eines Cyclus können alle 
verschieden sein oder sich auch gruppenweise decken. 

Dem oben erörterten Sachverhalt auf dem vorliegenden 
algebraischen Gebilde entspricht nun eine gewisse Perioden- 
transformation. Denkt man sich irgend eine canonische Zer- 
schneidung der Riemannschen Fläche ausgeführt, so geht die- 
selbe bei der Transformation wieder in eine solche über, was 
nun eben eine lineare Periodentransformation hervorruft, 
welche denn gleichfalls von dem Cyclus m sein muss. Aus 
dieser so abgeleiteten Periodentransformation ergiebt sich 
dann ohne weiteres die zugehörige Characteristikentransfor- 
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mation für alle X^\ Diese Characteristikentransfonnation 
vom Cyclus m ist in dem vorgelegten Zweiteüungsproblem 
ausgezeichnet und erniedrigt die Galoissche Gruppe der Glei- 
chung. So tritt an Stelle der Gleichung vom Grade iJ^ für 
alle Berührungs-X"^ hier zunächst eine Gleichung von einem 
Grade Q (ö = ^p) für alle diejenigen Q Curven der Haupt- 
art, welche zu Cyclen von je m verschiedenen Curven 
fahren. Diese Gleichung reduciert sich auf eine Gleichung 

vom Grade — nebst einer reinen Gleichung m-ten Grades. 

Die Untersuchung dieser Verhältnisse will ich mit Hilfe der 
Characteristitentheorie an einem speciellen Falle (m = 3, 
V == 1, 2> == 4) durchführen. 

§7. 
Die Functionen T^^ auf dem algebraischen Gebilde 

Indem ich jetzt m = 3, v = 1 und also p = 4 an- 
nehme, schreibe ich die so specializierte Gleichung F(x^y) = 
in der Form 

Das allgemeine f hat hier die Form: 

9 = Ay+Bx^ + Cx + B, 

wo Ä..B Constante sind. Dasselbe wäre zunächst , als ad- 
jungierte Curve (n — 3)-ter Ordnung, eine Cg, welche die 
beiden benadibarten dreifachen Punkte der Grundcurve im 
Punkte X = t = in der Kichtung ^ = zu Doppel- 
punkten hätte, also, homogen geschrieben, in die Gerade ^ = 
durch diese Punkte und in den Kegelschnitt: 

Ayt + Bx^ + Cxt + Bf = 0, 

welcher ebenfalls durch dieselben geht, zerfiele. 



Digitized by LjOOQ IC 



32 

Ist -4 = 0, 80 besteht die Curve tp = Q aus zwei be- 
liebigen Geraden durch den Punkt x = t =^ 0: 

Bx' +Cx + D = 0. 

Fallen die beiden Geraden zusammen, so entsteht eine Be- 
rührungscurve X"^ uneigentlicher Art von der Mannigfal- 
tigkeit oo». 

Ist dagegen ^ ^ 0, so hat man als Curve 9 = 0, 

dieser Kegelschnitt schneidet die Grundcurve in den 2p — 2 = 6 
beweglichen Punkten, deren oj-Coordinaten durch die Glei- 
chung 

/•. = -< 

gegeben werden. Aus der Curve tp (= $^^^) entsteht alsdann 
die Curve X^^\ indem diese 6 Schnittpunkte paarweise zu- 
sammenfallen, d. h. die Coefficienten von w, so bestimmt 
werden, dass 

f. + < = K 

wird, wo Vj eine ganze Function 3ten Grades von x bedeu- 
tet. Die Aufgabe besteht also darin, /*, auf alle möglichen 
Weisen in die Form zu bringen: 

Aus jeder Lösung (t?J, mJ) entspringt hier, indem man u^ 
durch eWg resp. e*w, ersetzt, ein Cyclus von 3 Berüh- 
rungscurven X^". 

Dieselbe Aufgabe für f ist aber schon von Clebsch (Abh. 
d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, Bd. 14) behandelt wor- 
den, und zwar bei dem Problem der specieUen Dreiteilung 
der hypereUiptischen Functionen für ^ = 2. Legt man näm- 
lich für diesen Fall dem hypereUiptischen Gebilde die Glei- 
chung 

ZU Grunde, so schneidet die Curve 
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y + r, = 0, 

wo v, eine ganze rationale Function 3tea Grades von x 
bedeutet, die Grundcurve gleichfalls in 6 Punkten. Sollen 
dieselben zu je 3 zusammenfallen, so muss 

sein, wo w, eine quadratische Function von x werden muss. 
Dies ist genau das obige Problem. Ein Unterschied tritt 
erst darin ein, däss aus jeder Lösung (vj, wj) hier durch 
Ersetzen von v, durch — v, ein zusammengehöriges Paar 
von Berührungscurven erhalten wird. 

Glebsch behandelt das Problem mit rein algebraischen 
Mitteln, während die Dreiteilungsaufgabe (üi p = 2 bei 
Camille Jordan (Th6orie des Substit, No.441flf. u.No.499flf.) 
gruppentheoretisch discutiert ist Diese Betrachtung lässt sich 
auch leicht an der Hand der 40 Elementardrittelcharacteri- 
stiken für ^ = 2 durchführen. Aus der Identität des alge- 
braischen Problems schliesst man, dass die Halbercharacteris- 
tiken der vorliegenden Grundcurve mit jp := 4 die analogen 
Gruppenverhältnisse zulassen müssen. Diese Thatsache will 
ich jetzt aus den Characteristiken dieser Grundcurve für 
p = i selbst erschliessen, indem ich nachweise, welche in- 
varianten Characteristikeneigenschaften derselben zu Grunde 
liegen. 

§8. 

Die RiemannsGhe Fläche für y^ ^= /; (x) und die cyclisctie 
Periodentransformation. x 

Die Riemannsche Fläche für 

fasse ich als 3-fach überdeckte a;-Ebene auf, deren Blätter je 
sämmtlich in den 6 im Endlichen gelegenen Yerzweigungs- 
punkten 

3 
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Uix) = 

zusammenhängen. Die 6 Verzweigungspunkte lassen sich 
dann zweckentsprechend zu je 3 durch Verzweigungsschnitte 
mit einander verbinden, wobei denn die Blätter so an den- 
selben zusammenhängen, wie in der Zeichnung angedeutet ist 



Da nun ein Querschnitt auf der vorliegenden Fläche immer 
mindestens 3 Umkreisungen im Verzweigungspunkte machen 
muss, ist wohl die einfachste canonische Zerschneidung die- 
jenige, welche durch die Kgur dargestellt ist. Darin sollen 
sich die ausgezogenen Curven auf das erste Blatt, die punk- 
tierten auf das zweite Blatt, die gestrichelten auf das dritte 
Blatt beziehen. 

Die Integrale I. Gattung sind hier: 

/dx fdx fxdx fa?dx 

y «'• = Jt^' «'• = 7-7-' *"* == JlT' 

Der Periodicitätsmodul von Wa am i-ten Querschnitt erster 
bez. zweiter Art {A^ bez, B^ soU mit 

CDa^ bez. iüa,^ 

bezeichnet werden. 

Unterwirft man jetzt die Riemannsche Fläche der Trans^ 
formation: 

y' = sy, 

welche die Blätter 1, 2, 3 in 2, 3, 1 überführt, so geht diese 
Zerschneidung in eine neue über, derart dass die neuen 
Querschnitte die alten genau überdecken, indem sie um je 
ein Blatt im Cyclus weiter gerückt sind. Hiemach lassen 
sich die Periodicitätsmoduln der alten Integrale Wa an den 
neuen Querschnitten 
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a>i^ bez. a>iH4 

unmittelbar als Summen von ganzzaMigen Multiplen der 
alten PeriodicitätBmoduln tt>a,<, iOa^+4 ausdrücken; man erhält: 

0>i,l = «>o,l ^afi + 0>a,7 — ^aß 

^a;2 = ö>«^ «>a,7 + «>a,8 

»i^ = — «)a^ + ö>a^— «)a,6 

«>i^ = 0>«,1 + ^aß 

0>i,7 = 0>a,2 + ^aß + 0>a,4 

0>Jr,8 = 0>a^ + «>a^ 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich zunächst solche Be- 
ziehungen zwischen den Moduln des algebraischen Gebildes, 
welche die Specializierung desselben herbeifuhrt. Es ist näm- 
lich m'a^ (j = 1, 2, . . 8) nichts anderes als tiai^^a^ (y\^ = e'; 
''321 ^8? ^4 == ®)? daher stellen sich folgende Relationen heraus: 

^i^afi = ö>a,l + «>a^ + ^aß 
7]a)^7 = maß + 0>a^ + 0>a^ 

während die 4 weiteren Gleichungen : 

TQ^Ö«,! = 0>a,l 0>i^ + 0>a,7 ^aß 

Tfjtüa^ = ^aß — ^a,l + ^aß 

1f]ü)a,8 = —^aß + ^aß — ^aß 

f\^aß = — tt)«^— Waß + iOaß + iOaß 

nur identische Folgen dieser 4 werden. 

Obige Gleichungen geben auch femer Aufechluss über 
die Coefificienten der Characteristikentransfonnation (vgl. Noe- 
ther, Zum Umkehrproblem etc. § 6). Waren n^^ . . w^, nj . . n^ 
die Elemente einer Characteristik a, so werden die Elemente 
m[ — mi, n[,,.n'^ derjenigen Characteristik a', in welche a 
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durch die Periodentransfonnation übergeführt wurde, durch 
die Congruenzen gegeben: 

= m, + n, + n, + w^ + l 
= m, + n, + w^ 
= m, + », + n, 

= w^ + »i + », + »4 + 11 
= fWj + m, 

= Wj + m, + m, 

= w, + m, + m^ 

= w, + w^ 



tu; 
m, 
m; 
m; 
n 
n; 
n; 



(mod 2) 



Es ist also a' die Characteristik im neuen Querschnittsy- 
steme von demjenigen Berührungssystem X«, welches im 
alten Querschnittsysteme die Characteristik a hatte. Kehrt 
man diese Transformation um, oder, was dasselbe ist, macht 
man diese Transformation zweimal, wodurch man von a auf a" 
komme, so erhält man in a" die Characteristik im alten 
Querschnittsysteme desjenigen Berührungssystems X, wel- 
ches durch die einmalige Transformation, y = ey, aus dem 
alten X« hervorging. 

Pur die Elementarcharacteristiken gelten genau dieselben 
Congruenzen wie oben, nur dass aus der ersten und vierten 
die 1 fortfallt. 

Zur Darstellung einer Characteristik bediene ich mich 
nun folgender Schreibweise: ich setze 

r i^riooo] i_roioo] i_rooioi 1 roooi] 
iP^J-LooooJ' ^P'J~ LooooJ' LP»J"~ Loot)oJ'^P*J"~LooooJ' 

r , rooooi r 1 rooooi , , rooool , . rooooi 

[Pi^i] = [tj, (9) = (Uli) 
(?)[pJ = (i/P<) 11-s.w., 
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wobei die eckigen bez. runden Klammem die darin stehen- 
den Ausdrücke als Elementar- bez. Primcharacteristiken be- 
zeichnen sollen. Durch Combination der [p], [a], [t], [g] lässt 
sich dann jede Characteristik darstellen. Dabei wird immer 
ein Paar p< a^ zu t, zusammengezogen ; femer ist das Zeidien 
g explicit in allen Primcharacteristiken enthalten, dagegen 
in keiner Elementarcharacteristik ; und eine Primcharacteri- 
stik ist hier gerade oder ungerade, je nachdem sie eine ge- 
rade oder ungerade Anzahl von t enthält 

Unterwirft man diese 13 Elemente der obigen cyclischen 
Transformation zweimal hintereinander, so erhält man: 

[p;] = b.»J [pH = ['Al 

[?;] = [».V.] [pi'] = bi».».i 
fpa = [vj [pi'] = [vj 

[«;] = [p.pj K'l = Kp.pJ 

Kl = [P.P.] K'l = [p.p.«J 

['ü = [p.p.pj [<'\ = [Plp.^j 

[<] = [«»'»p.?«] K'l = [pi».p.pJ 

M = [».^.^.pj K'] = K^.pJ 

[<] = [P.V.»J [<'] = [P.^.'4l 

[<] = [PlP.'.'J [<'] = [PlP.«»8pJ 

Mit Hilfe dieser Formeln berechnet man nun leicht die bei- 
den Primcharacteristiken, in welche die cydische Transfor- 
mation irgend eine vorgegebene Characteristik successiv über- 
führt, und solche 3 Characteristiken bilden dann einen Cyclus. 
Zu der näheren Betrachtung solcher Cyden gehe ich jetzt 
über, wobei sich zeigen wird, dass von sämmtlichen Piim- 
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characteristiken nur eine einzige und zwar eine von (g) ver- 
schiedene gerade Characteristik ausgezeichnet ist. 

§9. 

Die 40 Cyclen ungerader Characteristiken. 

Wendet man die cyclische Transformation des vorigen 
§ auf irgend eine der 120 ungeraden Primcharacteristiken 
an, so sieht man, dass dieselbe immer in eine andere unge- 
rade Characteristik übergeht, und zwar so dass hier eine 
Einteilung der 120 in 40 Cyclen von je 3 wirklich statt- 
findet (vgl. Tabelle I). Dagegen findet sich unter den 136 
geraden Primcharacteristiken eine und nur eine, welche bei 
dieser Transformation in sich selbst übergeht, während sämmt- 
liche andere sich zu 45 Cyclen von je 3 zusammenordnen 
(vgl. Tabelle II). Dies war vorauszusehen, da unter den Be- 
rührungscurven X"^ nur eine uneigentliche 

X« = (x-x/, 

wo Xq beliebig , existierte , der eben (A) = {gx o, a, t J zuge- 
ordnet ist Im Uebrigen ist die Summe dreier Characteri- 
stiken, welche zusammen einen Cyclus, sei er gerade oder 
sei er ungerade, büden, immer gleich (A). 

Die 40 Cyclen bei Auszeichnung eines der- 
selben. Ich gehe jetzt zu der Behandlung der 40 unge- 
raden Cyclen. Dabei zeichne ich vor allen Dingen irgend 
einen beliebigen, etwa den Cyclus 

(fl^i)(?'fi^»Pa)(ö^i'^8'^J ' (a) 

aus, indem ich denselben zunächst als völlig bekannt annehme, 
und untersuche dann das Verhalten der übrigen 39 gegen 
diesen. Dies geschieht ausschliesslich vermöge des § 6 an- 
geführten invarianten Kriteriums. Man wird also einen die- 
ser 89, etwa 
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herausgreifen und dessen Charakteristiken mit den Characte- 
ristiken von (a), wie folgt, verbinden: man bilde zunächst 
aus (A) und den Characteristiken von (a) die 3 Elementar- 
characteristiken : 

(A)(^T^i) = KvJi WCfl'T^i^sPt) = [vJ, (A)(?V8T4) = Kp»]; 
diese addiere man jetzt successiv zu den 3 Characteristiken 
von (b), wodurch dann folgende 9 neue Primcharacteristiken 
hervortreten: 

Die 2te und 3te Zeile geht durch die cyclische Transfor- 
mation aus der ersten hervor, wie es ja auch wegen deren 
Entstehungsweise der Fall sein muss. 

Das Bilden eines solchen Complexes aus (A) und 2 Cyden 
bezeichne ich für die Folge als Combination der beiden 
Cyclen. 

Man sieht zunächst aus dem Complex (c), dass die Char 
racteristik (ö'TjT, Xg) in (6) sich anders gegen die Characteri- 
stiken (^Tj) in (a) verhält (natürlich immer unter Berücksich- 
tigung der Sonderstellung von (A)), wie gegen die beiden 
anderen, ^T^o^p^) und (^TjTjtJ; sie wird daher jener 
zugeordnet; und gleichfalls sind (g^'^gPs'^J? (9'^i) ^^^* 
{ff'^1^%9»)-) (i^'^i'^s'^J zugeordnet Femer bestehen die 9 Cha- 
racteristiken von (c) aus einem geraden Cydus: 

(^TlP,PsT^J(fl'^,<'«)fe'p2p8)5 0>\ 

von welchem später noch die Rede sein wird, und aus 2 
neuen ungeraden Cyclen: 

(S'V8T^4)(^TiP.<'8)(9''ra) (c) 

und (fl''fJ(9'P»V4)(fl''^iV4) (f) 
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Auf Grund dessen sage idi: der Cyclos (6) ist in Bezog auf 
(a) ein Cyclas erster Art Der Cydos (t) hat non die 
Eigensdiaft, das», wenn man (e) statt des C^dos (b) auf sein 
Yerfaalten g^en (a) nntersodit, derselbe dieofidls von erster 
Art g^en (a) wird , nnd zweitens aof die beiden Cyden (6) 
and (f) f&hrt; ebenso fahrt (f) aof (6) and (e). Man hat so- 
i>ut, (a) g^enüber, 3 zasanunengdiörige Cy^den (6), (e), (f), 
welche idi als Tripel erster Art in Bezag auf (a) be- 
zeidine. 

Hätte man dag^en statt (6) etwa den Cy^das 

' (^i<»a)(^^iV«)(y<»iPtPA) {i') 

heraosgewählt and wäre man dann genan in derselben Weise 
vorgegangen wie früher, so eihielte man folgenden Complex : 

ig'^iV^j iSI<'thV*)j {ff^tVt), 

to^iP.^J» (?<»iV.^J, iff^ih^'^j (c') 

SämmÜiche 9 Ghaiacteristiken sind hier gerade. Aof Orond 
dessen sage ich: der Cyclos (b') ist in Bezog auf (a) ein 
Cyclns zweiter Art Die Zuordnung der einzelnen 
Characteristiken in (b') zu den Characteristiken von (a) hört 
hier auf, sowie auch die frühere Entstehungsweise eines 
Tripels. 

Gruppierung zu Tripeln. Die Rechnung ergiebt 
•nun , dass jeder der 39 Cyclen sich in Bezug auf (a) ent- 
weder wie ein Cyclus erster oder wie ein Cyclus zweiter 
Art verhalt, und zwar: es giebt 27 Cyclen erster Art, 
also 9 Tripel erster Art; und 12 Cyclen zwei- 
ter Art 

Bei den 27 Cyclen erster Art sind auch die 
einzelnen Characteristiken je den einzelnen Cha- 
racteristiken von (a) zugeordnet, während bei 
den 12 Cyclen zweiter Art dies nicht statthat 
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Zwischen den 9 Tripeln erster Art bestehen dann auch 
noch Beziehungen, welche jetzt untersucht werden sollen. 
Zu dem Zwecke nehme man irgend ein Tripel, etwa 1 (s. 
Tabelle I) als bekannt heraus und erforsche dann die Be- 
ziehung irgend eines zweiten Tripels, etwa 2, zu 1, iudem 
man zunächst den ersten Cyclus von 2 je mit den drei 
Oyclen von 1 c o m b i n i e r t (s. o.) ; dies liefert folgende Com- 
plexe : 



(O 



{?p.p.p.), 


(fl'T.O.T,), 


(</p.p.). 


(«^^'.VJ. 


(</t,P,Tj, 


(?<».?. vJ. 


O/'.p.«».), 


(^'.), 


(s"»»«».); 


(?«».P,P.T4). 


(9"'.V«), 


(fl'^'.p.T«), 


(?p,^.)» 


(S'^i».), 


(?p,'.), 


(^'l'.p.), 


(?P.T,), 


0/v.p.); 


(9'<'.'».'»8TJ, 


(i/P.^*), 


(ö'aiT.'.T^), 


0/«»iVJ, 


0/vJ, 


(fl".<»,Tj, 


(fl'p.p.vJ» 


(?TiV«), 


(^pivJ- 



(c.) 



(c.) 



Daraus folgt zunächst, dass 2^ (unter A, den i-ten Cyclus des 
Ä-ten Tripels verstanden) in Bezug auf Ij ein Cyclus zweiter 
Art, dagegen in Bezug auf Ij, lg ein Cyclus erster Art ist. 
Auf Grund dessen wird 2i dem Cyclus Ij zugeordnet Es 
kommen ferner in (cj und (c,) resp. die Cyclen 3^ 

und 3j, 

te'VJ (fl'Pi VJ (?^i^«^a^J (9a) 

vor , also in' Bezug auf (a) je ein Cyclus erster und einer 
zweiter Art Untersucht man jetzt das Verhalten der beiden 
anderen Cyclen 2, und 23 in Bezug auf die Cyclen von 1, 
so findet man, dass ebenso 2, dem 1„ 2, dem 1, zugeordnet 
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sind, während dabei 2j von 3„ 3j, (g,) und (g,), 2, von 3^, 
%') (9a) ^^^ (ös) begleitet wird. Die Tripel 1 und 2 führen 
daher auf das Tripel 3, und zwar gleichgültig, ob, wie hier, 
von 1 oder von 2 ausgegangen wird; es zeigt sich ferner, 
dass auch 3 und 1 auf 2, sowie 3 und 2 auf 1 führen. 3 
Tripel, welche diese Eigenschaft aufweisen, bezeichne ich als 
3 conjugierte Tripel. Es ergiebt sich, dass man von 
irgend 2 der 9 Tripel erster Art ausgehend, auf diese Weise 
zu einem dritten dieser Tripel gelangt: Man kann daher 
die 9 Tripel auf 12 verschiedene Weisen zu je 
3 conjugierten Tripeln zusammenordnen, d.h. die 
9 Tripel führen auf eine Hessesche Gleichung 
9ten Grades. 

Es schlössen sich dem System von 3 conjugierten Tripeln 
1, 2, 3 zwei Cyclen zweiter Art (g,) und' (gj) an. Fasst man 
nun ein zweites System von 3 conjugierten Tripeln, in wel- 
chem 1, 2, 3 nicht vorkommen, etwa 4, 5, 6 ins Auge, so 
findet man, dass zu ihm die beiden Cyclen zweiter Art, (g,) 
und 

(ffV,^,) (?^i^»^.) fe'^i'f.pj ? (9i) 

sowie endlich zu dem übrigen conjugierten System 7, 8, 9, 
die beiden Cyclen zweiter Art, (g^) und (g^) in deijenigen Be- 
ziehung stehen, wie (g,) und (g,) zu 1, 2, 3. Unter den 12 Cyclen 
zweiter Art befinden sich also 3, nämlich (g^), (g,), (g,), welche 
sich dieser Zerlegung der 9 Tripel erster Art in 1, 2, 3 ; 
4, 5, 6 ; 7, 8, 9, anschliessen, und zwai* durch dieselbe eindeu- 
tig bestimmt werden. Ueberdies verhält sich z. B. (gJ anders 
gegen das conjugierte System 1,2,3 wie gegen die anderen, 
4, 5, 6 und 7, 8, 9 , so dass auch eine Zuordnung der einzel- 
nen Cyclen, (gJ, (g^), (gg) resp. zu den conjugierten Systemen 
1,2,3; 4,5,6; 7,8,9 eintritt 

Anordnung der 27 Cyclen erster Art In der 
Tabelle I sind die Characteristiken jedes der 27 Cyclen nach 
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denen von (a) geordnet und die Tripel 1, 2, . . 9 angegeben. 
Die Oyclen innerhalb eines jeden Tripels sind femer nach 
denen des Tripels 1 geordnet Es fragt sich nun, wie sich, 
wenn an Stelle des Tripels 1 von dem Tripel 2 ausgegangen 
wird, die Cyclo n der anderen Tripel denen von 2 zuordnen. 
Man sieht sofort, dass die Cyclen von 1 den Cyclen von 2 
ebenso zugeordnet sein müssen, wie früher den Cyclen von 
1 die Cyclen von 2. Alsdann findet man, indem man nach- 
rechnet, dass auch die Zuordnung der Cyclen von 3 erhalten 
bleibt. Die Zuordnung der Cyclen der 3 conjugierten Tripel, 
welche durch 1 und 2 bestimmt werden, 1, 2, 3, erleidet also 
dabei keine Veränderung. Wenn man dagegen etwa das 
conjugierte System 2, 4, 9 betrachtet, so stellt sich heraus, dass 
die Cyclen von 4 und 9 (4„4„4j; 9^,93,93) die beiden ver- 
schiedenen cyclischen Vertauschungen ihrer Indices erfahren 
— welche dieser Vertauschungen 4 und welche 9 erfährt, 
muss aber wirklich einmal ausgerechnet werden. 

Das sind die Sätze, welche Clebsch in § 9 d. 0. c. Abh. 
ableitet, und welche zu der völligen Bestimmung der neuen 
Zuordnung reichen. Es finden sich dort auch die wirklichen 
Zuordnungen ausgerechnet, wenn statt 1 eins der 8 übrigen 
Tripel den Ausgang bildet So wäre etwa für 2 die Zuord- 
nung folgende: 

1,1,13 4,4.4, 7,7,7, 

2i 2. 2, 5,5,5, 838,8, 

3,3,33 6.6s6x 9.9i9. 

Diegegenseitige Gruppierung der 40 Cyclen. 
Man kann nun ferner fragen, wie sich die Gruppierung ändert, 
wenn statt des Cyclus (a) irgend einer der übrigen 39 aus- 
gezeichnet wird. 

1) Sei einer der 27 Cyclen erster Art, etwa 1, = (a') 
der neu Ausgezeichnete. Alsdann ergiebt die Rechnung 
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(vgl. Complexe (Cj), (c,), (c,)), dass (a), 1,, Ij auch noch ein Tri- 
pel in Bezug auf (a') bilden; aus den übrigen 8 Tripeln 
erster Art werden die 8 Cyclen \ zu Cyclen zweiter Art in 
Bezug auf (a') , während die ä„ k^ auch in Bezug auf (o!) 
Oyden erster Art bleiben. Denn der Grund der Zuordnung 
von \ zu Ij war ja eben das Verhalten zweiter Art Fasse 
man nun irgend ein System von 3 conjugierten Tripeln, in 
welchem 1 vorkommt, etwa 1,2, 3 näher ins Auge. Dasselbe 
bestimmte den Cyclus zweiter Art (g^), welcher übrigens auch 
in Bezug auf 1^ ein Cyclus zweiter Art ist, so dass derselbe 
noch unter den 12 bleibt. Dagegen bilden (flj), 23, 3,, sowie 
(g,), 2„ 3, in Bezug auf (a') ein Tripel erster Art Die 3 
eben angeschriebenen Tripel bilden in Bezug auf (0!) ein 
conjugiertes System. Das analoge gilt nun auch für jedes 
conjugierte System von 3 Tripeln, in welchem 1 vorkommt, 
und hiermit ist der Uebergang von (a) zu einem Cyclus (a'), 
erster Art in Bezug auf (a), ermittelt (Clebsch, § 13). 

2) Um nun einzusehen, was geschieht, wenn (a) mit 
einem Cyclus zweiter Art in Bezug auf (a) vertauscht 
wird, stelle man folgende Ueberlegung an. Sei angenommen, 
(a) werde mit (gj vertauscht In Bezug auf jeden Cyclus 
der 3 conjugierten Tripel, 1,2,3 ist (gj ein Cyclus zweiter 
Art; ebenso in Bezug auf die beiden anderen Cyclen (g,) 
und (g,) seines eigenen Tripels zweiter Art, und endlich noch 
in Bezug auf (a) selbst Hiermit hat man bereits die 12 
Cyclen zweiter Art, und zugleich also auch die 27 Cyclen 
erster Art, in Bezug auf (g,). Auf die Gruppierung derselben 
gegen einander werde ich nicht näher eingehen. 

§ 10. 
Uebergang zu den 45 Cyclen gerader Characterlstiken. 

Die Quadrupel. Man findet, dass 4 Cyclen, welche 
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aus einem beliebigen der 40 ungeraden und den 3 Cyclen 
irgend eines der 9 Tripel erster Art in Bezug auf denselben 
gebildet wird, durchgängig Cyclen erster Art in Bezug auf 
einander werden, und zwar giebt es keinen weiteren Cyclus 
mehr, der nicht wenigstens gegen einen dieser 4 Cyclen 
von der zweiten Art ist Solche 4 Cyclen bezeichne ich als 
ein Quadrupel erster Art. Deren giebt es im Ganzen 

40* 9 

— j— = 90; dieselben ordnen sich aber paarweise zusam- 
men, indem jedes ein zweites eindeutig bestimmt In Bezug 
auf (a), l„lj, lg waren nämlich die Cyclen ii^ qI^ q[\ Qi'' (ygl. 
Tabelle I) durchgängig Cyclen zweiter Art, und zwar waren 
damit, wie man leicht sieht, sämmüiche der 36 übrigen 
Cyclen erschöpft, welche diese Eigenschaft besitzen. Ferner 
waren letztere 4 Cyclen durchgängig von der ersten Art 
gegen einander, sie bilden darum ebenfalls ein Quadrupel 
erster Art, und dies ist nun das zweite Quadrupel, welches 
sich zu dem Quadrupel (a), 1^, lg, lg gesellt Es giebt 45 
Quadrupelpaare. 

Der gerade Cyclus (b) im vorigen § stellt sich bei jeder 
Combination der Cyclen (a), 1^, 1^, lg unter sich, sowie der 
Cyclen (gj, (gl), (fli'), (gj'') unter sich immer wieder ein, und 
von geraden Cyclen nur dieser; daraus schliesst man, dass 
jedes Quadrupelpaar eindeutig auf einen der 45 
geraden Cyclen führt Wie man alle 45 Quadrupel- 
paare wirklich ausfindig macht, hat Clebsch in § 14 d. o. c. 
Abh. ausführlich gezeigt, um dann noch die Präge aufeu- 
werfen und zu beantworten, auf wie viele Weisen sich die 
40 Cyclen zu 5 Quadrupelpaaren zusammenfassen lassen; da 
stellte sich heraus: es ist auf 27 Arten möglich, die 
40 Cyclen in 5 Quadrupelpaare zu ordnen. 

Analog diesen Quadrupeln erster Art giebt es auch andere 
Vierersysteme ungerader Cyclen, welche so beschaffen sind, 
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dass jeder ihrer Cyclen in Bezug auf jeden anderen ein 
Cyclus zweiter Art ist, während keiner der übrigen 36 diese 
Eigenschaft teilt Ein solches Vierersystem bezeichne ich 
als ein Quadrupel zweiter Art. Beispiele dieser Quar 
drupel liefert (a) verbunden mit einem Tripel zweiter Art: 

(ö, fli, 9« fls), (ö, 9r 9« 9i), u. s.w., 
und zwar beteiligt sich jeder ungerade Cyclus in 4 solchen 

4*40 
Quadrupeln; daraus folgt: Es giebt — j— =40 Quadru- 
pel zweiter Art 

§11- 
Die 45 Cyclen gerader Characteristiken. 

. Verhalten derCyclen gegen einen derselben. 
Bei den geraden Cyclen existiert auch eine analoge Einteilung 
wie bei den ungeraden, wenn man einen derselben auszeich- 
net und dann das Verhalten der anderen 44 gegen diesen 
untersucht 

Sei der Cyclus 

als bekannt angenommen. Combiniert man nun mit diesem 
Cyclus einen der übrigen, etwa 

(ö^Pi)>^i^.pJ(?^80, (6) 

so erhält man den Complex: 

te^^i'C.Vj? fe'PiP.^a^J? te'^i^2p8p4)- / 

Derselbe enthält zunächst den anderen geraden Cyclus: 

(S'PiV») (S^Pi^.^J (fl^^i^.PsPj (<0 

Dieser Cyclus hat aber die Eigenschaft, dass er, mit (a) bez. 
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(6) combiniert, wieder auf (b) bez. (a) führt. Zwei solche 
Cyclen wie (b) und (d) bezeichne ich als ein conjugiertes 
Paar (von Cyclen erster Art) in Bezug auf (a), während 
ich solche 3 Cyclen wie (a), (6), (d) mit dem Namen Trie- 
der belege. Des Weiteren lassen sich vermöge (c) die ein- 
zelnen Characteristiken von (6) den einzelnen Characteristi- 
ken von (a) zuordnen. 

Wenn man dagegen etwa den Cyclus 

mit (a) combiniert, erhält man folgenden Complex: 

(9^i9j, (^VJ^ (^^,p2^8^4)? 1 (^') 

Es zeigt sich ferner, dass je einer der 4 Cyclen, (6') und der 
3 in (c') vorkommenden Cyclen, nämlich: 

(?Pl^4>(^V2)(S^PlP«<'8p4) \ 

(^Pl02p8p4)(fl'Olp4)(9'V4)- 

mit (a) combiniert, auf die 3 anderen führt. Diese 4 Cyclen 
sind zweiter Art in Bezug auf (a). Durch Rechnung 
gelangt man nun zu dem folgenden Resultat: Bei Aus- 
zeichnung eines der 45 geraden Cyclen zerfallen 
die übrigen in 32 erster und 12 zweiter Art; 
erstere ordnen sich zu 16 conjugierten Paaren, 
letztere zu 3 Vierersystemen. 

Bei den 32 Cyclen lassen sich auch die ein- 
zelnen Characteristiken den einzelnen Charac- 
teristiken von (a) zuordnen, während bei den 12 
dies nicht mehr statthat (vgl. Tabelle II). 

Trieder und Doppeltrieder. Analog den früheren 
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Qaadrupelpaaren des § 10 giebt es hier, und zwar auf genau 
denselben Grund hin wie damals, Doppeltrieder. Zwei 
Trieder, welche die Eigenschaft haben, dass je- 
der Cyclus des einen in Bezug auf jeden Cyclus 
des anderen zweiter Art ist, bezeichne ich als 
ein Doppeltrieder. Es zeigt sich, dass jedes Trieder 
einem einzigen Doppeltrieder angehört 

Neunersysteme. Dem ungeraden Cyclus (a) müssen, 
indem er in 9 Quadrupelpaaren beteiligt ist, 9 gerade Cyclen 
entsprechen, und zwar sind diese 9 folgende: 

(a) und die conjugierten Paare 5, 8, 9, 15. (f) 

Solche 9 Cyclen werden nun, wie man sich leicht überzeugt, 
durch die Eigenschaft bezeichnet, dass jeder derselben in 
Bezug auf einen jeden der 8 übrigen von der ersten Art 
ist, während jeder der übrigen 36 Cyclen wenigstens in Be- 
zug auf eiuen der 9 von der zweiten Art ist Es handelt 
sich nun darimoi, von einem solchen Neunersystem gerader 
Characteristiken ausgehend, auf den durch dasselbe bestimm- 
ten ungeraden Cyclus zu kommen. Dies geschieht folgen- 
dermassen. An dem obigen Neunersysteme (f) weist man 
zunächst durch Combination leicht nach, dass sich die 9 
Cyclen desselben wie die Wurzeln einer Hesseschen Glei- 
chung verhalten. Alsdann betrachte man eins der 4 über- 
haupt möglichen Systeme von 3 Triedem, welches sich aus 
den Cyclen von (f) bilden lässt, etwa 

[(a), 15„ 15,], [5„ 8„ 9J, [5„ 8„ 9,] 

(unter k^ den t-ten Cyclus im Är-ten Paare der Tabelle n 
verstanden), und fuge man dann jedem dieser 3 Trieder sein 
coiyugiertes Trieder zu: 
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(^T^.PsP.^*)(5"',a,)(fl'p2p3) 
(S'P.PüPs) i9-^tP»\) i9°i<^») 

(fl'P.OA)(fl(TiT,p,)(<;p.T,p,Tj 
(<S'T^iT^3)(5'<5.p.O,0,)(öfO.V,p,) 

(ö'a.Pi.P.p4)(5"5,p203pJ (s'T.a.psTj 
(ö'T^.T^.aJ (^"3) (grp.p,) 

(fl'^iT^nP«) (fifpiPaa«) (ö'PiOa) 

■(5'<5,OA)(fl'P,p2p4)(ö'p2«'4) 

(S'a.v,) (5rr,p,Tj (^fo.p,) 
(^^iPA) (^ri^.ajT^s) (9'a.P«V4) 

(^TiT.a,) (^TjO.tJ (Äft,a,t,aJ 

(«''=.'=8?«) (ö'OiPapJ (fl'aiTjPaTj 

(fl'aiPsP.) (ö-OiPtOj (5''f.3,i;8?4) 

(fl"3j (flfp,) fefpiOät^T,) 

(S'3,<',p,)(po»t,tJ(5rp,a,) 



(gs,9») 



(a, 9.) 



(3.,9i) 



(0,9.) 



(9., 92) 



(0, 9.) 



Jedes dieser 6 Trieder führt auf 2 ungerade Cyclen. Addiert 
man nämlich auf alle Weisen 3 Characteristiken, je eine aus 
jedem Cyclus eines der Trieder, so erhält man verschiedene 
Cyclen, unter welchen dann 2 und nur 2 ungerade Cyclen 
sich befinden. Die den Tridem je beigefügten Zeichen (g,, g J 
bez. (a, g,) zeigen an, auf welche 2 ungeraden Cyclen das 
betreffende Trieder führt. Man sieht nun zunächst, dass im 
Ganzen 4 verschiedene ungerade Cyclen, nämlich (a), (g,), (g,), 
(g,) auftreten; unter denselben verhält sich aber (a) anders 
wie die (g"), indem (a) sich stets zu einem der hinzugekom- 
menen conjugierten Trieder gesellt Femer findet man durch 

4 
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Rechnung, dass, wenn man von einem anderen System von 

3 Triedern aus den 9 Oyclen (/) ausgegangen wäre, wobei 
natürlich andere conjugierte Trieder hinzugetreten wären, die 

4 neuen ungeraden Cyclen wiederum aus (a), welcher nicht 
von der Stelle gerückt wäre, und (flj), (flj)? (si) bestanden 
hätten. 

Hiermit ist klar, wie man den ungeraden Cyclus zu 
ermitteln hat, welcher einem Neunersysteme entspricht Man 
teile die 9 Oyclen irgendwie in 3 Trieder, suche die den 
letzten conjugierten Trieder auf, und erforsche dann je die 
beiden ungeraden Cyclen, auf welche letztere Trieder führen ; 
der Cyclus, welcher bei jedem der 3 Trieder vorkommt, ist 
dann der gesuchte, (in der Tabelle, (a)). Man sieht jetzt: 
Es giebt 40 Neunersysteme, eindeutig entspre- 
chend den 40 ungeraden Cyclen. 

Tripel von Doppeltrieder. In dem Bisherigen 
treten je die beiden Trieder der Doppeltrieder getrennt auf. 
Lässt man jetzt diese Trennung innerhalb des Doppeltrieders 
fallen, so hört die Auszeichnung eines der 4 ungeraden Cyc- 
len, auf welche das Doppeltrieder führt, auf; jedes Trieder 
führt auf 4 gleichberechtigte ungerade Cyclen, 
so z. B. das erste der obigen Doppeltrieder auf die 2 gleich- 
berechtigten Paare (g,,g,), (0,9,). Die sämmtüchen Doppel- 
trieder lassen sich nun aber zu je 3 zusammenordnen, derart 
dass die 3 Doppeltrieder eines solchen Tripels auf die näm- 
lichen 4 ungeraden Cyclen führen. Solche 4 Cyclen bilden 
nun ihrerseits ein System, welches § 10 als ein Quadrupel 
zweiter Art bezeichnet worden ist. Man kann die sämmlr 
lichen Doppeltrieder gerader Cyclen auf 40 Wei- 
sen zu Tripeln ordnen. Dieselben sind den 40 
Quadrupeln zweiter Art von ungeraden Cyclen 
eindeutig zugeordnet 

Quintupel. Der ausgezeichnete gerade Cyclus (a) und 
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die 4 CycleD (e) züsammengenommeii haben die Eigenschaft, 
dass jeder dieser 5 Cyden in Bezug auf jeden anderen der- 
selben ein Cyclus zweiter Art ist, während jeder der 40 
übrigen mindestens in Bezug auf einen der 5 erster Art ist 
5 solche Cyclen bezeichne ich als ein Quintupel von ge- 

45 3 
raden Cyclen. Deren giebt es — ^ = 27. 



§ 12. 

Die 2toriegungen der Elementarcharacteristiken. 

In dem vorliegenden Falle zerfallen die 255 Elementar- 
characteristiken zunächst in 120 erster und 135 zweiter Art, 
je nachdem in denselben (ä) mit einer der 120 ungeraden 
bez. einer der 135 geraden Primcharacteristiken verbunden 
ist Bei den 28 Zerlegungen in die Summe zweier unge- 
rader Primcharacteristiken weisen nun die beiden Arten auch 
verschiedenes Verhalten auf. Sei nämlich [Ä\ = [^2^s'f4] = 
(h)(g'z^) als eine Characteristik erster Art angenommen. Dann 
ist vermöge (a) § 9 eine Zerlegimg die: 

Aus dem Tripel 1 folgen sodann die 3 weiteren Zerlegungen : 

und in ähnlicher Weise entspringen aus jedem der 9 Tripel 
3 solche Zerlegungen, womit die 27 übrigen Zerlegungen 
gegeben sind. Eine Zerlegung ist also den anderen gegen- 
über ausgezeichnet, indem die beiden Primcharacteristiken 
ein und demselben Cyclus angehören , und die übrigen 27 
Zerlegungen sind den 27 ungeraden Cyclen erster Art in 
Bezug auf (a) eindeutig zugeordnet 

Betrachtet man dagegen eine Characteristik zweiter Art, 
etwa [B] = [T.T3] = {h) {gz.p^p^Tj ((a) §11), so findet man 
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zunächst aus dem Quadrupel (a), 1„ I2, lg folgende 6 Zer- 
legungen : 

= i9<32h'^4) (992^.^4) = (9^2)(j9'^s) == (^'c,T3tJ(^tJ 
und dann noch 6 aus dem conjugierten Quadrupel (g„ gj, 
flIS AD; die übrigen 16 sind: 1) entsprechende Characteri- 
stiken aus den Hauptdiagonalen von 2, 3 ; 4, 7 ; 5, 9 ; 6, 8 
(Tab. I) ; 2) 4 Paare je aus gf und g-'^ Die 28 Zerlegungen 
teilen sich also in 2 x 6 und 16. 

Für die 36 Zerlegungen in die Summe zweier gerader 
Characteristiken findet man nun folgendes. 

1) 24 der Zerlegungen von 24 [A] finden sich unter 
denjenigen 12 der 16 durch Auszeichnung des geraden 
Cyclus (a) entstandenen Paare, welche dem durch den unge- 
raden Cyclus (a) bestimmten Neunersysteme nicht angehören ; 
die übrigen 12 Zerlegungen sind in den 12 Cyclen zweiter 
Art enthalten (Tab. II). Irgend eine Zerlegung wird, indem 
ihre beiden Characteristiken in zwei verschiedenen Cyclen 
(welche übrigens nie ein Paar der Tabelle ausmachen) vor- 
kommen, durch 2 gerade Cyclen, also auch durch 2 Quadru- 
pelpaare festgelegt. Hat man also einen Cyclus ausgezeich- 
net, welcher dem oben ausgeschlossenen Neunersysteme an- 
gehört, so werden 24 Zerlegungen durch ein System von 4 
Quadrupelpaaren, die übrigen 12 durch ein zweites System 
von 12 Quadrupelpaaren bestimmt. Dies gilt aber für jeden 
der Cyclen des dem [Ä\ zugeordneten Neunersystems. Die 
36 Zerlegungen ordnen sich also durch jede Wurzel unserer 
Hesseschen Gleichung 9ten Grades je in 24 und 12. 

2) 2 der Zerlegungen von [B] sind durch den Cyclus 
(a) gegeben: 

[B] = (Ä)(^TiP,PatJ = (ö^Oa^a) {^P2p3) ; 
16 weitere Zerlegungen bestehen dann je aus denjenigen 
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beiden Characteristiken in jedem Paare, welche der Charac- 
teristik (s'tipjjpgT^) zugeordnet sind; die übrigen 18 Zerle- 
gungen befinden sich unter den 12 Cyclen zweiter Art, und 
zwar bildet jede ihrer Characteristiken , verbunden mit einer 
zweiten desselben Vierersystems, eine Zerlegung. Die 36 
Zerlegungen zerfallen also in 2, 16, und 3x6. 

§ 13. 
Zugehörige Resolventen. 

Die specielle Zweiteilungsgleichung für ^ = 4 wird den 
120 ungeraden Characteristiken entsprechend im allgemeinen 
eine Gleichung 120ten Grades. Vermöge der Gruppe T von 
cyclischen Transformationen ; 

2": y = y, y = ^y, y* = eV, 

welche das specielle algebraische Gebilde, das unseren Be- 
trachtungen zu Grunde liegt, zulässt, wird diese Gleichung 
unmittelbar auf eine Gleichung 40ten Grades nebst einer 
reinen Gleichung 3ten Grades, die alle Cyclen zerlegt, redu- 
ciert. Adjungiert man nun eine Lösung der Gleichung 40ten 
Grades, so kommt man zunächst auf eine Gleichung 27ten 
Grades und auf eine Gleichung 12ten Grades. Erstere die- 
ser beiden Gleichungen lässt sich aber dann ferner auf eine 
Hessesche Gleichung 9ten Grades und alsdann auf eine 
Gleichung 3ten Grades zurückführen. Hiermit ist die Auf- 
lösung der Gleichung 27ten Grades bewerksteDigt , und 
gleichzeitig auch noch die Auflösung der Gleichung 12ten 
Grades. Letztere reduciert sich mittelst einer Gleichung 4ten 
Grades auf eine Gleichung 3ten Grades, wobei die Glei- 
chung 4ten Grades eben die Resolvente jener Hesseschen 
Gleichung 9ten Grades ist 

Den 136 geraden Characteristiken entsprechend hat das 
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allgemeine Problem auch eine Resolvente 136ten Grades. 
Hier ist zunächst vermöge T eine Wurzel der Gleichung 
bekannt und die resultierende Gleichung 135ten Grades re- 
duciert sich auf eine Gleichung 45ten Grades nebst einer 
reinen Gleichung 3ten Grades. 

Die Gleichung 40ten Grades und die Gleichung 45ten Grades 
sind gegenseitige Resolventen nach der §§ 9 — 11 gegebenen 
Zuordnung. Ferner kommt in unserem Problem noch eine 
Resolvente 27ten Grades (den 27 Quintupeln gerader Cyclen 
entsprechend) und eine zweite Resolvente 40ten Grades (von 
den Neunersystemen gerader Cyclen herrührend) vor, und 
zwar sind sämmtliche Gleichungen gegenseitige Resolventen. 
Gruppe der Gleichung. Während die Gruppe der 
speciellen Zweiteilungsgleichung im allgemeinen Falle p = 4 
an Zahl 

Z = 2^(2« — 1) . 2«(2» — 1) . 2\2* — 1) . 2(2» — 1) 

ist, wird diese Gruppe im vorliegenden Falle wesentlich 
erniedrigt. Sei hier Z' die Anzahl der Substitutionen der 
Gruppe 6r. In dieser Gruppe ist zunächst T als ausgezeich- 
nete Untergruppe enthalten, so dass die Gleichungen 40ten, 
45ten Grades noch eine Gruppe V von ^ Z Substitu- 
tionen enthalten; durch Adjungieren einer Wurzel der Glei- 
chung 40ten Grades, reduciert sich F auf 777-0 Z* Substitu- 
tionen, dann durch Lösung der Hesseschen und der Glei- 
chung 3ten Grades auf .^ ^ ^. ^ ^ Z ^= 1 Substitution, 
° 40 . 3 . 24 . 9 . 6 

woraus 

Z = 40.3.24.9.6 

oder, da die Gleichung 27ten Grades bekanntlich (als Glei- 
chung der 27 Geraden einer Fläche 3ter Ordnung) eine 

Z 

Gruppe von — = 27 . 5 ! . 16 Substitutionen hat, 
o 
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Z = 3.27.51.16, 
was mit der vorhergehenden Zahl übereinstimmt. Man schliesst 
daraus, dass es 

^ = 136.64.35 

Periodentransformationen vom Cyclus 3 für 2? = 4 giebt. 

§ 14. 
Geometrische Deutung. 

Ich will zum Schlüsse dieser Betrachtungen noch kurz 
erwähnen, welche geometrische Interpretation die Characteri- 
stikenprocesse zulassen, wodurch denn die Gruppierungssätze, 
welche darauf fussen, sich auch zugleich in geometrischer 
Form werden aussprechen lassen. Die einfachsten ungeraden 
Berührungscurven X^*^ sind die 120 überall berührenden (p, 
welchen die 120 ungeraden Characteristiken beigelegt waren. 
Dagegen nehme ich als gerade Berührungscurven, den 135 
geraden Characteristiken (ausser (//)) entsprechend, die 135 
5fach unendlichen Schaaren X^'^; der ausgezeichneten Cha- 
racteristik (ä) entspricht dagegen die einfach unendliche 
Schaar der doppelt gezählten Geraden durch den singulären 
Punkt der Grundcurve. Die <I>^^^ bilden eine 8fach unend- 
liche Schaar. 

Man hat zunächst 40 Cyclen von je 3 3punktig be- 
rührenden Curven (p. Man nehme nun Curvencyclen 

Xd) V(i) v(i). /„\ 

^f^^ -^^n -^^2 1 (ß) 

WO a^, «j, a,; ß^, ß^, ß, ungerade Cyclen sind. Geometrisch 
sagt die Combination (c) § 9 der beiden Cyclen folgendes 
aus: Man betrachte je die 9 Berührungspunkte von folgenden 
9 Systemen 2 von je 3 Berührungscurven : irgend ein Sy- 
stem bestehe aus X^l\ einer Curve von (a) und einer 
Ciure von (ß); je nachdem nun ein solches System von 9 
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Punkten auf einer O^*^ liegt oder nicht, kommt man durch 
die <1)^" auf eine neue X^^\ oder aber das System bildet eine 
der 135 X^^\ Es entstehen dabei nach (c), (c') folgende 2 
Möglichkeiten: in dem System 2 von 9 Curven kommt es 
6 mal vor, dass eine <I)^*^ existiert, oder gar nicht Im ersten 
Falle sind die beiden Curvencyclen erster Art gegen ein- 
ander, im zweiten Falle zweiter Art. Im ersten Falle sind 
ferner je die Curven der beiden Oyclen auch einzeln ein- 
ander zugeordnet, indem durch die 9 Berührungspunkte von 
X^/^ und 2 zugeordneten Curven keine <I>^''' geht. Im zwei- 
ten Falle findet keine Zuordnung der einzelnen Curven gegen 
einander statt Man kann nun den Satz aussprechen : Nimmt 
man irgend einen Curvencyclus (Ä) heraus, so teilen sich 
die übrigen 39 in Bezug auf denselben in 2 Arten, nämlich 
in 27 erster Art und 12 zweiter Art Die 27 erster Art 
zerfallen in 9 Tripel einer Hesseschen Gleichung; die 12 in 
4 Tripel der Eesolvente derselben. Ein Tripel erster Art 
hat die Eigenschaft, dass, wenn eine ^^^\ welche durch die 
3 Berührungspunkte von X"\ von irgend einer der 3 Cur- 
ven (A) und von einer Curve eines der 3 Cyclen geht, die 
Grundcurve noch in den 3 Berührungspunkten einer anderen 
zu den in Betracht kommenden 3 Cyclen gehörigen Curve 
trifft Ein solches Tripel ordnet sich mit (A) zu einem Qua- 
drupel zusammen, etc., etc. 

Um jetzt auch die Combination (c) geometrisch zu deu- 
ten, nehme man Curvencyclen 

X(8) Y(8) V(3) /^\ 

ao, -A-aj, JLa^ (a) 

Xfto, Xif/, X?j (6) 

und betrachte man je die 21 Berührungspunkte von folgen- 
den 9 Systemen S von je 3 Berührungscurven : irgend ein 
System bestehe aus X^l\ einer Curve von (a) und einer 
Curve von (b) ; je nachdem nun ein solches System von 21 
Punkten auf einer <I>^*^ liegt oder nicht, konunt man durch 
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die 4>^*' auf eine X^^\ oder aber das System bildet eine der 
129 übrigen X^'\ Es entstehen dabei nach (c), {c') § 11 fol- 
gende 2 Möglichkeiten: üi dem System S von 9 Curven 
kommt es 6 mal vor, dass eine O^*^ existiert, oder gar nicht. 
Im ersten Falle sind die beiden Curvencyclen erster Art ge- 
gen einander, im zweiten Falle zweiter Art. Auch hier sind 
hierdurch die Curven der beiden Cyclen im ersten Falle 
wieder einzeln einander zugeordnet, im zweiten Falle nicht. 
Dementsprechend hat man nun folgende geometrische 
Sätze. Bei Auszeichnung eines der 45 geraden Curven- 
cyclen (a) § 11 zerfallen die übrigen in 32 erster und 12 
zweiter Art; erstere ordnen sich zu 16 conjugierten Paaren, 
letztere zu 3 Vierersystemen, (a) verbunden mit einem der 
Vierersysteme ordnet sich zu einem Quintupel von Cyclen 
zweiter Art zusammen, deren es 27 giebt, etc., etc. Man 
hat ferner nach § 11 die Trieder, Doppeltrieder , Neunersy- 
steme, u. s.w., und kann für dieselben aus der Characteristi- 
kengruppierung mit Leichtigkeit alle diejenigen Sätze ableiten, 
welche für die Gruppierung der geraden Linien einer Fläche 
3ter Ordnung entwickelt worden sind. Ich will aber statt- 
dessen nur noch einen Satz über die 2fach unendliche Schaar 
von Berührungscurven X^^ aussprechen. Von den eigent- 
lichen Systemen von X^^^ giebt es 120 und 135. Jedem 
dieser Systeme gehören überhaupt 28 Paare von ungeraden 
X^^^ an. Bei jedem der 120 Systeme besteht dieses Paar 
einmal und nur einmal aus zwei Berührungscurven X^", 
welche ein und demselben Curvencyclus angehören, während 
die 27 übrigen Paare je zu 3 aus den 9 Tripeln genommen 
sind , welche gegen jenen Cyclus erster Art sind. Bei den 
135 Systemen besteht keines der 28 Paare aus 2 Curven 
eines Cyclus; vielmehr teilen sich hier die 28 Paare in 2 x 6 
und 16. Das Genauere über diese Zerlegungen in Paare 
von geraden X^'* ergiebt § 12. 

5 
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TABELLE L 
Di440 Cyclen ungerader Charaderistiken hei Auszeichnung von 

G7p,P,T,)G/p,a,p,TjOT,p,) 

(?T4P,t,T4)0^Pt^««'.)(9P.T,) 

(fl'Pi^,V«)0?^i«.)(i?<'i»,T,) 

(«70,0,T^)(^p,p,<J,T,)(^p,T^ 
0''P»^s)(?«»,P.V(ö'P.V 

(Fl p, «. O (aPi p. ^. P4) (ö'p, 9, T.) 

(«^ <»• '4) 0/T, T, 1;, 94) (ffPi ^« P. «»4) 
(ffP, ^^ ', P4) O/p, P« T«) (?T, p, p, p J 

(Ö^IP.«.P4)C9'P,'4)(F,P,P4) 
(?^'.<'4)(F,V»P«)0?<».^.) 
(9<'.T4)(5'P,Ts<»4)(F.P,P,04) 

0/»I^4)(fl'PlP.^.'4)(5'^.P.<'4) 

C?^. ». P4) (S<^i '. P. ^4) (5'P. T, P. P4) 

(^P,'.«'.«4)(ö'P,^,P4)(9'«'.^.) 

(^^1 «, P, «♦) 0'. P. ^. «4) (S'«i P. ^4) 

(>«.P,T,)(fl'^l«'4)(?».^,P,p4) 

(^«1 T. «, «4) (ö". T, «,) (9'^, 0, 0, pj 

(?«. ^, ^.^4) (S". Pt T, P4) Oi^i ». P4) 

(?^, P. «4) 0?". P. «» ^4) (^'1 ^. Ps «4) 
(?«I ^,»SP4)(Ö'^,«, "4) («'<'. ^.) 

(^t,9,p,p,)(flfT,p,)(jiT,o,aJ 

(S'T,P,P4)(?Tlp4)(9'''.«.'f.^4) 

(F.''t)(fl'T.o,pJ(öfT,a,o,aJ 
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(?«iT, »J (ff^i o. ',) (?'i T, P«) 112 3 = (g,) 

0r.»,)(9'<»,^P.)07<».P.?,*4) 1 456 = (9.) 

(ö'". O (S'P. '• ^4) .0/«! «, «, ^0 '789 = (g.) 

G^P, T, pj (?p, p, T,) O^o. T, pj 1 1 4 7 = (gO 

Gr, 04) 0". ". ^. P4) (^Pi ^. P.) j 2 5 8 = (g;) 

(^T. «J (?Pi «. f. »4) (SlOi ».^4) '369 = (gi) 

(^'. t. «4) (ö", «.O (i/P, ^, »4) ) 1 5 9 = (giO 

a?t, pj G/t. t.p,t,) (öro,t,p^ 2 6 7 = (gi') 

(9-^f P.) (9'^. P. «4) Or^. P4) '848 = (gi') 

(jT'i P. P.) (fl»?! ', »«) (?P, T» P«) j 1 6 8 = (gl") 

(5'«.T.O(?P.«'.»|T4)(S'«,'»i^.««) j 249 = (g;") 

(^P.«,t.p4)(?^tPip4)G'PiP.P.O ' 35 7 = (gi") 
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TABELLE E. 

IHe 45 Cyclen gerader Characteristiken bei Äuseeichnung von 
C9'T.p,p,T,)(öro,o,)(«/p,p,). 
(S'Pi)(S">«,P«)(5'«,''J 

(>P.^,^.)(^P.«.'»,)(^T,T,p,pJ 



(fl"'*)(ö'P.)(ö^,t,a,p«) 
(S'i^.^.«4)(^iP.'r4)(5'P.«»4) 

(5'<»lt.^,)(firtiP.T4)(fl'«lP») 

(ö"»i)(S'P»)(i'Pi«.T.^4) 

(^p4)(5'Pl<».<'4)(S"l».) 

C?^, T. P4) (S"»i «, P4) (.9Pi P, T. T4) 

(^.^,«»4)(i7»8)(9'P.p4) 

(fl^i T^a «4) (fl'^i »8 \) (ff\ '• ■r» '4) 

(ö'<'.^,^«)(i)'<'.)(fl'plp.) 

(öf«! ^,^4) (5'T, «, f 4) (?«X "f. «8 ^4) 

(S'^i P. »,) (S'f, », %) (9<Jt P» ^. ^4) 

(S'».»,P8)(^',^8^4)(Ö'P,<»,) 

(9-^1 ^« P4) (^«1 P. P4) (i"l Tt P. T4) 
(^^I^.p4)(Ö'PlP.»4)(i'Pl«.) 

(5"'. P. Ps) (^"l P. ««) (ö'^l »• ^« P«) 

(^<'.<'.0(5'PiP.p4)(fl'P«a*) 
(i/P, P, '4) O»! Pa »4) (fl'Pi •f' '8 1^4) 

(i'<»«',«4)(ö'PlP8p4)(i'«Xp8) 

(ö'Pl'r.T4)(S"»lP.p4)(5'«,P4) 
(ifpl T« ^4) (fifpl P8 «4) (ö'T, p, T, O4) 

(5", P8 »4) &^, »8 '^4) (Ö'^t 'T« P» »«) 

(fl'P»<'.«4)(5'^i'f««»)(i'«'P*) 



8 

9 

10 

11 

12 
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G/", p, pj O^Pi "» P«) (S'«! ». '. O 

(ö'P.«ip4)(«"'l««'*)(^PjP«) 
(S'P.'',P,)(S'«.<',<'«)(mp4) 

(5'Pi P. «•) (fl'Pi «, pO (<7T. t, o, oO 

(^PlP.P,)(ö'^.P.T4)(Ö'«.«,) 

(5'Pi «, ".^ (5'T, •r« P.) {9?x T, p,^«) 

(^o, «, P«) (ö'P. t, tJ (fl^, P, T, pj 
(5'P,P,P4)(5'\P«^,)(i"'.«*) 



13 



14 



15 



16 



(5'P,''4)(5'T.^,)(5'P,P,»»p4) 
(^'Pi ^» T. a«) (S'^t '4) (5"! «• P. «4) 
(5'T. ^,) (ö", P. », »4) (5"! T, T, P4) 

(5'Pi'>P«P4)(ö'«lp4)(S^.^4) 

(^P, «,) (fl^i »t ', P4) (fl'Pi P, «, O 
(5", P.) (5'Pi «. «« «4) C5"i ', P. P4) 

(ff^l P. PSP4) («?<», P, ''.P4) (ff'^t «,Ps^4)l 

(S'P. P, P, »4) (5'P, «, P, «4) (9^ P« «.^4)' 

(S')(S'P»P4)(5'«»««».«'4) 

(?''i<»4)(i'p,p,p,p4)(irT,T,) 

(ifTj T4) (fi"l T. t, 34) (5fo, p, p, 0^) 
(fifT, Tä T, T4) (^rp. T, T, pj G7Pi o. 0, P4) j 
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